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Introduccion

La teoria de conjuntos convexos fue desarrollada principalmente por el famoso
matematico alemédn H. Minkowski. El introdujo e investigd los conceptos de hiper-
plano soporte de un conjunto convexo y su envolvente afin, la funcion convezxa, la
suma de conjuntos convexos (ahora llamada suma de Minkowski), los espacios vec-
toriales de dimensién finita con la bola unitaria convexa (ahora llamados espacios de
Minkowski), los volimenes miztos, las propiedades de los funcionales lineales sobre
un conjunto convexo, etc. Esto sucedi6 en la frontera de los siglos XIX y XX. Varios
matematicos (especialmente los que trabajaban en Andlisis Clasico) caracterizaron
su contribucion en la geometria como un juguete matematico muy bonito y elegante,
pero desafortunadamente inttil para las aplicaciones.

Aproximadamente un siglo ha pasado. Ahora la teoria geométrica de la convexi-
dad es una de las herramientas importantes de las matematicas aplicadas modernas.
Los investigadores del andlisis funcional, la economia matematica, la optimizacién,
la teoria de juegos y muchas otras ramas de las matematicas modernas, tedricas y
aplicadas, usan ampliamente las nociones y los resultados de la teoria de conjuntos
convexos. Ahora es natural que, antes de trabajar con las formulas, las integrales,
las desigualdades, etc, es necesario representar un cuadro geométrico del problema
que se esta investigando.



La geometria combinatoria es una ciencia mas joven que esta intimamente rela-
cionada con la teoria de conjuntos convexos. A pesar de la aparicién en el siglo XIX
de resultados particulares los cuales ahora tienen relacién con la geometria combi-
natoria, los teoremas principales de esta rama de la geometria fueron obtenidos en
el siglo XX por Helly, Borsuk, Hadwiger, Griimbaun, Klee y otros matematicos.

En general, la geometria combinatoria se interesa en determinar el valor de
la funcién méx (min (¢ (X))) donde ¢ es una funcién con valores enteros (defini-
da, por ejemplo, en la familia de combinaciones de cuerpos convexos en el espacio
n-dimensional).

En esta tesis se estudian, dentro de la geometria combinatoria, los sistemas de
fijacion y los sistemas de detencion de cuerpos compactos convexos en el plano R2.

En el primer capitulo de esta tesis se dan las definiciones de iluminacion, de
sostener, del funcional md (introducido por V. Boltyanski en 1976 [3]). También se
plantean el problema de iluminacion y el problema de sostener; y su relacién con
los sistemas de fijacién y sistemas de detencion. Asi como los resultados conocidos
sobre los sistemas de fijacién y los sistemas de detencién.

Los sistemas de fijacién fueron introducidos por el conocido matematico hingaro
Laslo Fejes Té6th [14] en 1962. El establecié que la méxima cardinalidad de un
sistema de fijacién primitivo para un cuerpo compacto convexo en el plano es 6
y la minima es 3. Posteriormente S. Fudali [I5] prueba que esta cota superior se
cumple unicamente cuando el cuerpo es un hexagono con lados opuestos paralelos.
La aportacién de esta tesis en este sentido es presentar una generalizacién de estos
resultados presentando una clasificacion completa de los cuerpos compactos convexos
en el plano con respecto a la cardinalidad méxima de sus sistemas de fijacién. Esto
se presenta en el segundo capitulo.

El concepto de sistema de detencion fue introducido por el matematico hingaro
Peter Mani [17]. El establecié que la cardinalidad minima de un sistema de detencién
primitivo para un cuerpo 2-dimensional es a lo mas 3 y la cardinalidad maxima es
no mas de 5 obteniéndose esta tultima cota, en particular, para el pentagono regular.
Generalizando este resultado en el capitulo 3 de esta tesis se presenta la clasifica-
cion completa de los cuerpos compactos convexos 2-dimensionales con respecto a la
cardinalidad méxima de sus sistemas de detencion.



cAPiTULO 1

Sistemas de Fijacion y Sistemas de Detencion

1.1. Sistemas de Fijacion

DEFINICION 1.1.1

Sean M C R™ un cuerpo compacto convexo y F' un subconjunto de su frontera
bd M. Un vector no cero v € R™ mueve el interior de M fuera del conjunto F' si
para cada traslacion de M, con la misma direccién que v, tenemos que el interior
del cuerpo trasladado no tiene puntos en comun con F', esto es, para cada numero
positivo A tenemos que

(MW+intM)NF =1.

DEFINICION 1.1.2

Sean M C R™ un cuerpo convexo compacto y F' un subconjunto de su frontera
bd M. Decimos que F' es un sistema de fijacion para el cuerpo M si no existe un
vector no cero v € R™ que mueve al interior de M fuera de F. Denotaremos por
Omin (M) la cardinalidad minima de los sistemas de fijacién para el cuerpo M.

Visualmente F es un sistema de fijacion para M si colocando “clavos sin friccién”
en todos los puntos de F' eliminamos la posibilidad de trasladar a M en cualquier
direccién.



4 1 Sistemas de Fijacion y Sistemas de Detencion

El siguiente teorema nos da una manera equivalente de definir un sistema de
fijacién.
TEOREMA 1.1.1

Un conjunto F C bd M es un sistema de fijacion para el cuerpo M, si y sdlo si,
para cualquier vector v # 0 existe un numero positivo A tal que

(MW +int M)NFE #0.

B. Griinbaum [16] probé que:

TEOREMA 1.1.2 (GRUNBAUM)
Para cualquier cuerpo compacto convexo M C R" las desigualdades

n+1< omm (M) <2n (1.1)
se cumplen.

Las desigualdades del teorema anterior son exactas, esto es, existen cuerpos
compactos convexos para los cuales estas cotas se cumplen. Por ejemplo, la cota
superior se cumple para un paralelepipedo.

En conexién con la cota superior del teorema anterior y del hecho de que esta
cota se cumple para los paralelepipedos, Griinbaum formulé el problema siguiente:

ProOBLEMA 1.1.1
Probar que el paralelepipedo n-dimensional M es el tinico cuerpo convexo compacto
en R” para el cual gy (M) = 2n.

DEFINICION 1.1.3

Un sistema de fijacién F para el cuerpo compacto convexo M C R™ es primitivo
si ningin subconjunto propio de F' es un sistema de fijaciéon para M. Denotaremos
por omax (M) la cardinalidad méxima de los sistemas de fijacién primitivos para M.

Los sistemas de fijacion y los sistemas de fijacién primitivos fueron introducidos
por Laslo Fejes T6th [14]. El establecié que:

TEOREMA 1.1.3 (L. FEJES TOTH)

Para cada cuerpo compacto convezo M C R? el entero omax (M) satisface la des-
igualdad omax (M) < 6.
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S. Fudali [15] mostré que

TEOREMA 1.1.4 (FuDALI)
Los hexdgonos con lados opuestos paralelos son las unicas figuras M C R? para las
cuales la igualdad omax (M) = 6 se cumple.

OBSERVACION 1.1.1
Todo sistema de fijacion de cardinalidad minima de un cuerpo compacto convexo
M C R" es un sistema de fijaciéon primitivo de M.

En conexién con el resultado de Fejes Téth que afirma que gpmgx (M) < 6 para
cualquier cuerpo compacto convexo M en el plano, L. Danzer [13] conjetur6 que:

CONJETURA 1.1.1
Para cualquier cuerpo compacto convexo M del espacio R? se cumple la desigualdad
Omiéx (M) < 14.

La cota de esta conjetura se cumple para el dodecahedro rémbico (esto es, la
suma de Minkowski de cuatro segmentos tales que cualesquiera tres de ellos no estan
contenidos en un plano, véase figura [1.1).

Figura 1.1:

Y en el caso mas general, Danzer conjeturd que:

CONJETURA 1.1.2
Para cada cuerpo compacto convexo M C R" se cumple que pmsx (M) <2(2" —1).
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Un politopo P C R™ que es la suma de Minkowski de n + 1 segmentos tales
que cualesquiera n de ellos no estdn contenidos en un hiperplano tiene 2 (2" — 1)
vértices y el conjunto de vértices de P es un sistema de fijacién primitivo para P que
tiene cardinalidad méxima y este politopo realiza la cota superior de la conjetura
anterior.

Pero la conjetura de Danzer es falsa como fue mostrado por el matematico hiinga-
ro B. Bollobés en [1], quien construyd, para cada entero k > 4, un cuerpo convexo
3-dimensional M}, con pmsx (My) = k. Tiempo después fue propuesto un cuerpo
M con omax (M) = k, que es més sencillo. Este cuerpo fue dado por Boltyanski y
Martini [9] y se describe en el siguiente ejemplo.

EjEmpLO 1.1.1

Sea x1, %2, x5 el sistema ortonormal de coordenadas canénicas en R®. Denotemos
por B la bola definida por la desigualdad x1% + 222 + 232 < 2 y por M el cuerpo
conv (BU {b}) donde b es el punto (0,0, —2). Denotemos por C,, la circunferencia
bd B NT, donde T, es el plano definido por la igualdad z3 = v (con |y| < v/2).
Consideremos a los puntos age), e ,ags) los cuales dividen a la circunferencia C7_.
en s partes iguales, s > 3 (véase figura [1.2)). Ahora elegimos un punto arbitrario
q € C_1 y denotemos por [, la direccién definida por el vector ¢ —b. Entonces existe
un nimero positivo € con las propiedades siguientes:

(i) para cada ¢ € C_; la direccién [; ilumina al menos a uno de los puntos
(e) (€)

ay’,...,as’;

(ii) para cada ](c)e {1,..., s} existe un punto q € (C)_l tal que la direccioén [, ilumina
g €

al punto a;” y no ilumina a ningtin punto a;" con j # k. De esto concluimos
que F = {b, ag‘g) yenn ,a(f)} C bd M es un sistema de fijaciéon primitivo para el

cuerpo M que tiene cardinalidad s + 1.

La diferencia entre este ejemplo y el dado por Bollobds es la cantidad de puntos
frontera no regulares del cuerpo. En el ejemplo de Bollobas el cuerpo tiene una
infinidad de puntos frontera no regulares y el cuerpo del ejemplo [1.1.1] s6lo tiene un
punto frontera no regular.

Ahora introduciremos unas nociones necesarias para plantear la relacién que
existe entre los sistemas de fijacién y el problema de iluminacion (formulado por V.
Boltyanski en 1960 [2]).
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Figura 1.2:

DEFINICION 1.1.4

Sea M C R™ un cuerpo convexo y p un vector no cero. Un punto frontera a de M
es iluminado por la direccion del vector p si, para un nimero A > 0 suficientemente
pequerio, el punto a + Ap pertenece al interior de M (en la figura 1.3/ el punto a es
iluminado por la direccién del vector p, pero los puntos b, ¢ no son iluminados por
esta direccion).

c

Figura 1.3:

En ocasiones escribiremos que el vector p ilumina al punto a en lugar de escribir
que la direccién del vector p ilumina al punto a.

7



8 1 Sistemas de Fijacion y Sistemas de Detencion

En la literatura se denota por ¢ (M) al minimo de los enteros ¢ tal que existen ¢
vectores pi, ..., p. cuyas direcciones iluminan a toda la frontera de M (iluminacién
en el sentido de Boltyanski).

Ahora planteamos un teorema que relaciona el problema de iluminacién con los
sistemas de fijacion. Este teorema es una gran herramienta para resolver algunos
problemas sobre sistemas de fijacién.

TEOREMA 1.1.5

Sea M C R™ un cuerpo compacto convexo y F un subconjunto de su frontera. El
conjunto F' es un sistema de fijacion para M, si y solo si, cada direccion del espacio
lumina a al menos uno de los puntos de F'.

Demostracion:

Si la direccién [ definida por el vector v # 0 ilumina al punto a € F' (esto es,
a+ Av € int M para un nimero positivo A) entonces a € —Av + int M; por lo tanto
el vector —v no mueve al interior de M fuera de F. Asi, si cada direccién ilumina
a al menos un punto de F', entonces ningiin vector no cero mueve al interior de M,
int M, fuera de F', esto es, F' es un sistema de fijacién para M.

Reciprocamente, sea F' un sistema de fijacion para M y v # 0 un vector. Entonces
la direccién del vector —v no mueve al conjunto int M fuera de F', esto es, existe
a € F' y un niimero A > 0 tal que a + Av € int M y, por lo tanto, la direccién del
vector v ilumina al punto a. Asi cada vector no cero ilumina a al menos uno de los
puntos de F'. m

No es dificil de observar, con la ayuda del teorema [1.1.5] que los sistemas de
fijacién cumplen con el siguiente teorema de semicontinuidad:

TEOREMA 1.1.6

Sea M C R™ un cuerpo compacto convexo y sea F' = {by,...,bs} un sistema de fija-
cion para M. FEntonces existe un numero € > 0 tal que si el conjunto
F'={V,....b,} € bdM satisface la condicion ||b; —bi|| < e, i = 1,...,s, en-
tonces F' también es un sistema de fijacion para M.

Tampoco es dificil de ver que si M C R"™ es un cuerpo compacto convexo entonces
existe un sistema de fijacién F' para M tal que la cardinalidad de F' es igual a
Omin (M) y cada punto de F' es un punto frontera regular de M.

Ahora introduciremos algunos términos necesarios para comprender el siguiente
teorema a plantear.
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DEFINICION 1.1.5
Los vectores no-cero ag, ..., a, € R" se llaman minimamente dependientes si ellos

son los vértices de un simplejo m-dimensional T el cual contiene al origen en su
interior relativo (véase figura [1.4).

Figura 1.4:

Por ejemplo, dos vectores ag, a; son minimamente dependientes, si y solo si, el
origen es un punto relativamente interior del segmento [ag, a1] (véase figura1.5). En
otras palabras, ag y a1 son minimamente dependientes, si y sélo si, Agag + Ada; =0
para algunos coeficientes positivos adecuados.

a,

Figura 1.5:

DEFINICION 1.1.6

Sea H C R™\ {0}, esto es, cada elemento de H es un vector no-cero. Decimos que H
es un conjunto unilateral si existe un semiespacio cerrado P con frontera I' a través
del origen tal que H C P. Si un conjunto H no es unilateral, entonces decimos que
H es un conjunto no-unilateral.



10 1 Sistemas de Fijacion y Sistemas de Detencion

TEOREMA 1.1.7
Un conjunto H C R™\{0} es unilateral, si y sdlo si, el origen no pertenece al interior
de conv H.

Demostracién:

Supongamos que H es unilateral. Esto significa que H C P, donde P es un
semiespacio cerrado con frontera I' a través del origen. Entonces conv H C P y por
esto int conv H C int P. Como 0 ¢ int P, obtenemos que 0 ¢ int conv H.

Reciprocamente, si 0 ¢ intconv H, entonces los conjuntos {0} y conv H son
separables. Por esto existe un hiperplano I' a través del origen tal que H C P, donde
P es un semiespacio cerrado con frontera I'. Esto significa que H es unilateral. m

Lema 1.1.1
Sea H C R™\ {0} un conjunto no-unilateral. Entonces existen, un entero m > 1, y
vectores ag, . . .,am € H los cuales son minimamente dependientes.

Demostraciéon:
Como H es un conjunto no-unilateral, tenemos que 0 € int conv H (por el teo-
rema [1.1.7). Aplicando el teorema de Carathéodory concluimos que existen puntos

ag, - - -, am € H tales que ag, ..., a, estan en posicion general y 0 € T donde T es
el simplejo con vértices ag, . .., an,. Sin pérdida de generalidad (pasando de T" a una
cara de T, si es necesario), podemos suponer que 0 € rint 7. Aqui m > 1 ya que
0 ¢ H. Asi, los vectores ay, . . ., a,, son minimamente dependientes. m

TEOREMA 1.1.8 (BOLTYANSKI-MARTINI)

Sea M C R™ un cuerpo compacto convexo y F = {by,...,bs} donde cada b; es un
punto frontera regular de M. Denotemos por pi,...,ps a las normales unitarias
exteriores del cuerpo M en los puntos by, ..., bs, respectivamente. Entonces F es un
sistema de fijacion para M, si y sdlo si, el sistema de vectores {p1,...,ps} €s no
unilateral.

Demostracién:

Probaremos la suficiencia. Sea v un vector no cero. Como el sistema de vectores
{p1,...,ps} es no unilateral existe al menos un vector p;, i € {1,...,s}, tal que
(v,p;) > 0. El punto frontera b; es regular y por lo tanto el vector —v ilumina al
punto b;, esto es, para un nimero A > 0 tenemos que b; — Av € int M (véase figura
1.6). Asi, el vector v no mueve el interior de M fuera de F. Como esto se cumple
para cualquier vector v # 0, tenemos que F' es un sistema de fijacién para M.

10
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Figura 1.6:

Reciprocamente, supongamos que F' es un sistema de fijacién para M. Entonces
para cada v # 0 existe un indice j € {1,..., s} tal que —v ilumina al punto b; (véase
el teorema [1.1.5), esto es, (p;,v) > 0. Esto se cumple para cada vector v # 0 y por
lo tanto el sistema de vectores p1,...,ps s no unilateral. m

COROLARIO 1.1.1

Sean M C R™ un cuerpo compacto convexo y H (M) el conjunto de todas sus nor-
males exteriores unitarias en sus puntos frontera requlares. Entonces omm (M ) es
igual al minimo entero r tal que existen r vectores en H (M) los cuales forman un
sistema no unilateral.

Ahora necesitamos definir el nimero md M que fue introducido por V. Boltyanski
en 1976.

DEFINICION 1.1.7
(Boltyanski) Sea H C R™\ {0} un conjunto no-unilateral. El méximo entero m tal
que existen m —+ 1 vectores minimamente dependientes en H es denotado por md H.

Observemos que 1 < md H < n.
DEFINICION 1.1.8

Sea ¥ C R™\{0} un conjunto finito no-unilateral. Decimos que ¥ es una base positiva
de R"™ si todo subconjunto propio de ¥ es unilateral.

11



12 1 Sistemas de Fijacion y Sistemas de Detencion

EJjEMPLO 1.1.2
Sea T' C R™ un simplejo n-dimensional conteniendo al origen en su interior y sea
Y ={eg,e1,...,e,} el conjunto de sus vértices. Entonces ¥ es una base positiva.

Es facil ver que cada conjunto H C R™\ {0} no-unilateral contiene una base
positiva. Esto se deduce del hecho de que si H' C H es un conjunto finito no-
unilateral, entonces es posible elegir de H' un conjunto no-unilateral de cardinalidad
minima).

LEMA 1.1.2

Sea Y un conjunto finito de wvectores no cero en R™. El conjunto ¥ es una ba-
se positiva de R™, si y solo si, cada vector x € R™ puede ser representado como
una combinacion lineal de los vectores de Y con coeficientes no negativos y ademds
ningun subconjunto propio de 3 tiene esta propiedad (esto es, para cada subconjunto
propio X' de X ewiste un vector y € R™ que no puede ser representado como una
combinacion lineal de los vectores de ¥ con coeficientes no negativos).

Demostracion:

Supongamos que X es una base positiva. Por la definicién[1.1.8, ¥ es un conjunto
no-unilateral y por el teorema [1.1.7, 0 € int conv 3. Entonces existe un simplejo n-
dimensional T' C conv X tal que 0 € intT. Denotemos por ¢y, ..., cy4+1 los vértices
de T'. Cada vector ¢; pertenece a conv X y por esto puede ser representado como una
combinacién lineal no negativa de elementos de X. Sea ahora z € R™ un vector no
cero. Entonces existe un niimero positivo (suficientemente pequeno) A tal que Az € T
y por esto Az puede ser representado como una combinacién lineal no negativa de
los elementos ¢, . .., cy41. En consecuencia, el vector x puede ser representado como
una combinacién lineal no negativa de elementos de X..

Sea ahora Y’ un subconjunto propio de Y. Por la definicién [1.1.8, el conjunto ¥’
es unilateral, esto es, existe un semiespacio cerrado II con frontera a través del origen
que contiene a Y. Denotemos por y la normal exterior unitaria del semiespacio II.
Entonces y ¢ II y por esto y no puede ser representado como una combinacién
lineal de los vectores de Y C II con coeficientes no negativos. Asi, la parte “sélo si”
esta probada.

12
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[P0

Probaremos la parte “si”. Sea T un simplejo n-dimensional tal que 0 € int 7.
Denotemos por ¢y, ..., cp+1 los vértices de T'. Por la hipétesis, cada vector ¢; puede
ser representado como una combinacién lineal no negativa de elementos de 3, esto
es, ¢; € conv Y. Esto significa que 7' C conv X y consecuentemente, 0 € int conv X,
esto es, ¥ es no unilateral. Ademés, sea Y’ un subconjunto propio de Y. Por hipéte-
sis, existe un vector y que no puede ser representado como combinacién lineal no
negativa de los elementos de Y. Entonces ¥’ no puede ser un conjunto no unila-
teral. En efecto, si ¥/ es no unilateral, entonces, como fue probado en la primera
parte, cada vector x (y, en particular, el vector y) puede ser representado como una
combinacién lineal no negativa de los elementos de /. m

TEOREMA 1.1.9

Sea ¥ una base positiva del espacio R™. Entonces existe una descomposicion directa
R™ = L& N, con el subespacio N no trivial, tal que, denotando por q la dimen-
sion de N y por m : R® — N la proyeccion paralela a L, tenemos la descripcion
stguiente de la base positiva X la interseccion XN L es una base positiva en el sub-
espacio L y ademds, el conjunto ¥\ L consiste de ¢+ 1 vectores by, ..., b, tales que
m(bo),...,m(bg) son los vértices de un simplejo q-dimensional en N que contiene
al origen en su interior relativo.

Demostraciéon:

Haremos induccién sobre el niimero n. Por el lema [1.1.1/ tenemos que existen
vectores aq, . . ., a;,, € H los cuales son minimamente dependientes. Denotemos por
L; al subespacio generado por aq,...,a,;, (también ayg € Ly). Denotemos por N;
al complemento ortogonal de L; y por m; : R® — N; la proyeccién ortogonal
correspondiente. Como ¥ es no-unilateral, el conjunto 7 (X) es no-unilateral en
Ni. Sea ¥ = {vy,...,vx} C m (X) una base positiva del subespacio Nj. Elegimos
vectores ¢i,...,c; € X tales que 7 (¢;) = v; para i = 1,..., k. Es facil ver que
Y = {ao,ai,...,am,c1,...,ck} es una base positiva de R™. En efecto, para cada
x € R™ tenemos que 7 (z) € Ny y por esto 71 (x) = vivg + -+ + vgvg con los
coeficientes v; no negativos. Esto significa que m (x — v1e1 — -+ — vgeg) = 0, esto
es, y =x —vicy —--- — Vpcg € Li. En consecuencia y = vpag + via1 + -+ + Umam
con los coeficientes no negativos (ya que el origen es un punto relativamente interior
del simplejo con vértices ag,ai,...,ay). En otras palabras, z = y + (z —y) es
una combinacion lineal de los vectores ag, a1, ..., am,C1,...,C, con coeficientes no
negativos. Asi, 3 es una base positiva de R”™.

13



14 1 Sistemas de Fijacion y Sistemas de Detencion

Como ¥ C X concluimos que ¥ y ¥ coinciden y ademés ¥’ coincide con 71 (X).
Ya que dim L; = m, dim N; = n —m < n tenemos (por la hipdtesis de induccion)
que la base positiva ¥’ de N tiene la forma siguiente: existe una descomposicién
directa N1 = L' @ N con el subespacio N no trivial de manera que, si denotamos
por ¢ la dimensién de N y por mo : Ny — N la proyeccién paralela a L', tenemos
que X' N L' es una base positiva en el subespacio L' y ademds el conjunto %'\ L/
consiste de los g+ 1 vectores by, . .., by tales que los puntos m (b) , . .., m2 (by) son los
vértices de un simplejo g-dimensional T', en N, que contiene al origen en su interior
relativo. Ahora la composicién m = 75 o 1 es una proyeccién ortogonal R” — N y
si denotamos por L al subespacio Ly & L’ tenemos que R" = L® N y ¥ N L es una
base positiva en el subespacio L. Queda por observar que {bg,...,b;} =X\ Ly los
puntos 7 (b;) = ma (w1 (b;)), i = 0,...,q, son los vértices del simplejo 7. m

COROLARIO 1.1.2
Si X es una base positiva de R™ entonces el conjunto ¥ contiene a lo mds 2n ele-
mentos.

En efecto, haremos inducciéon sobre n. Consideremos la descripciéon de ¥ dada
en el teoremall.1.9. Denotemos por p a la dimensién del espacio L y por g =n—p la
dimensién de N. Como X' = YN L es una base positiva de L, entonces, por la hipSte-
sis de induccién, ¥’ contiene a lo mds 2p = 2 (n — q) vectores. Entonces, anadiendo
los vectores by, b1, . . ., by, concluimos que la base ¥ tiene a lo méds 2 (n —¢q)+(¢+1)
vectores, esto es, a lo més 2n vectores (ya que ¢ > 1y por esto g + 1 < 2q).

LEMA 1.1.3

Sea S C R"™ un sistema no unilateral de vectores. Entonces existe un subsistema
S C S que también es no unilateral en R™ y contiene no mds de 2n +1 — md S
vectores.

Demostracién:

Sea m = mdS y elegimos m + 1 vectores pg,pi1,---,Pm € S minimamente
dependientes. Luego denotemos por L al plano m-dimensional generado por los
vectores elegidos, por N el complemento ortogonal del plano L y por 7 : R* — N
la proyeccién ortogonal de R™ al plano N. El sistema m(S) es no unilateral en
N y por esto existe una base positiva Q C w(S) de N. Por el corolario 1.1.2 la
cardinalidad de @ no es mayor que 2 (n —m) (ya que la dimensién de N es igual a
n —m). Ahora para cada vector g € @ elegimos un vector p € S tal que 7 (p) =q y
denotemos por P al conjunto de todos los vectores elegidos.

14



1.1 Sistemas de Fijacion 15

Consideremos el sistema S’ = {po,p1,...,pm} U P. Este sistema esté contenido
en Sy contiene no méas de m+1+2(n —m) = 2n+ 1 —m vectores. Ademds, no es
dificil de ver que el sistema S’ es no unilateral en R". m

DEFINICION 1.1.9
Sea M C R™ un cuerpo convexo. Por H (M) denotamos al conjunto de todas las
normales exteriores unitarias de M en sus puntos frontera regulares.

No es dificil probar que, dado un cuerpo compacto convexo M C R", el conjunto
H (M) es no unilateral en R™ (en realidad H (M) es no unilateral, si y sélo si, M
es compacto). Esta observacién le da sentido a la siguiente definicién.

DEFINICION 1.1.10

Sea M C R"™ un cuerpo compacto convexo. Por md M denotaremos al entero
md H (M).

Usando directamente la definicién anterior podemos establecer el siguiente teo-
rema:

TEOREMA 1.1.10
Sea M C R™ un cuerpo compacto convexo. Entonces md M = 1, si y sélo si, M es
un paralelotopo.

Ahora tenemos un teorema que relaciona el nimero o (M) con el valor de
md M.

TEOREMA 1.1.11 (BOLTYANSKI-MARTINI)
Para cada cuerpo compacto convexo M C R" la desigualdad

Omin (M) <2n+1—-mdM

se cumple.

15



16 1 Sistemas de Fijacion y Sistemas de Detencion

Demostracién:

Denotemos por r al entero oy (M) y por m al entero md M. Del teorema [I.1.8
concluimos que existen puntos frontera regulares by,...,b, tales que las normales
exteriores unitarias p1, ..., p, de M, en estos puntos, forman un sistema no unilateral
S. Por el lema [1.1.3 existe un subsistema S’ C S no unilateral en R"™ que contiene
no més de 2n+1—m vectores. Como el sistema S tiene cardinalidad minima (por el
corolario [I.1.1) el sistema S’ debe de coincidir con S. Asi, por el teorema [1.1.8] los
puntos by, . .., b, forman un sistema de fijacién para M que consiste de r < 2n+1—m
puntos. m

Del teorema [I.1.11] obtenemos la solucién del problema de Griinbaum (que
consiste en probar que para el cuerpo compacto convexo M C R" la igualdad
Omin (M) = 2n se cumple, si y sélo si, M es un paralelepipedo sélido). En efec-
to, si omin (M) = 2n entonces por el teorema [I.1.11 concluimos que md M =1y
por esto M es un paralelepipedo n-dimensional.

Lema 1.1.4

Sean S = {ai,...,as} C R™ un sistema de vectores no unilateral y m = md S.
Entonces existen una descomposicion ortogonal R™ = Ly @ --- @ L, y una particion
S=851U---US, (donde S;NS;j=0 cuando i+ j) tales que:

(i) dimL; <m parai=1,...,r;
(i) m; (S;) es no unilateral en L; donde m; : R™ — L; es la proyeccion ortogonal.

Demostracion:

Sea m = mdS y elegimos m + 1 vectores pg,p1,-..,Pm € S minimamente
dependientes. Luego denotemos por L; el plano m-dimensional generado por los
vectores elegidos, por L’ el complemento ortogonal del plano L; y por 7w : R* — L’
la proyeccién ortogonal. Entonces el sistema S’ = 7 (S) es no unilateral en L' y
md S’ < m. Haciendo induccién sobre n tenemos que para el sistema S’ y el espacio
L’ el lema se cumple, esto es, existen una descomposicién ortogonal L' = Lo®- - -@® L,
y una particién S’ = S5 U --- U S. tales que:

(i) dimL; <m parai=2,...,r;

(ii) ] (S%) es no unilateral en L; donde 7, : L’ — L; es la proyeccién ortogonal.

Queda por denotar al sistema 7r;1 (S/)yn S por Si, i =2,...,r, y observar que
7 o es la proyeccién ortogonal 7; : R" — L;. =

16



1.1 Sistemas de Fijacion 17

TEOREMA 1.1.12 (BOLTYANSKI-MORALES-AMAYA)
Para cada cuerpo compacto convexo M C R"™ la desigualdad

n
— < ml'nM
nt aar = omin (M)

se cumple.

Demostracion:

Denotemos por s al entero omm (M) y por m al entero md M. Del teorema
1.1.8| concluimos que existen puntos frontera regulares bq,...,bs tales que las nor-
males exteriores unitarias pi,...,ps, de M, en estos puntos, forman un sistema
no unilateral S. Aplicando el lema [1.1.4] al sistema S obtenemos la descomposi-
cion ortogonal R™ = Ly @ --- @ L, y la particion S = Sy U --- U S, tales que
el sistema 7; (S;) es no unilateral en L;. Denotemos la dimensién de L; por m;;
asimi <m,i=1,...,rymi+---+m, = n. Para cada i € {1,...,r} elegimos
vectores ai, ... ,ainiﬂ de S; tales que 7; (a}),...,m (afmﬂ) son minimamente de-
pendientes. Uniendo todos los vectores elegidos obtenemos un subsistema S’ C S
que consiste de (m1 + 1) + -+ (my + 1) = n + r vectores. Asi gmin (M) > n + 7.
Ademas como m; < m tenemos que n < rm, esto es, r > % Finalmente obtenemos
Qmin(M) Zn—i-?"Zn—i-% u

TEOREMA 1.1.13

Sean R" = LW & L@ una descomposicion directa de R™ y MM ¢ LM M2 « L)
cuerpos compactos convexos. Entonces para la suma directa M = MO o M3 g
iqualdad

Omin (M) = Omin (M(l)) + Om (M(Q))

se cumple.

Demostracién:

Consideremos un vector v = (v1,0) € R” donde v; € L) es un vector no
cero. Supongamos que un punto x = (z1,z2) € bd (M(l) & M(Q)) estd iluminado
por la direccién del vector v. Entonces xo € int M3 y el punto z; € bd M®
estd iluminado por la direccién del vector v;. Andlogamente si un punto x = (z1, z2)
es iluminado por la direccién del vector v' = (0, vq), entonces x1 € int M M y el punto
To € bd M () es iluminado por la direccién del vector vs.

17



18 1 Sistemas de Fijacion y Sistemas de Detencion

Sea ahora F' = {b1, ..., bs} un sistema de fijacién para el cuerpo M = MOy
donde b; = (acgi),wg)> € bd (M Do M (2)). Considerando sélo las direcciones de
los vectores de la forma (v1,0) o (0,v2) podemos concluir que es necesario tener
$1 = Omm (M) puntos bgl),...,bg) del conjunto F N (bdM(l)@intM(Q)) y
89 = Omin (M(Z)) puntos b?), . ,bg) que pertenecen a F' N (int MO o bd M(Q)).
Asi,

Omin (M(l) & M(2)> > Omin <M(1)) + Omin (M(z)) :

Reciprocamente, sea {bgl),...,bg)} un sistema de fijacién para M @ y sea
{b§2), .. ,bg)} un sistema de fijacion para M (@), Entonces los puntos

(bgl)’$(2)> (bgp,x@)) ’ (;p<1>,b§2)) <$<1)7bg>) :

donde (M) € int My, 3 € int My, forman un sistema de fijacién para el cuerpo
MW & M@ Asi o (MY & M@) < oty (MD) + o (MP)). m

18



1.2 Sistemas de Detencion 19

1.2. Sistemas de Detencion

DEFINICION 1.2.1

Sean M C R™ un cuerpo compacto convexo y F' un subconjunto de su frontera. Un
vector no cero v € R™ mueve a M fuera del conjunto F' si para cada traslacién de
M en la direccién del vector v tenemos que el cuerpo trasladado no tiene puntos en
comun con F, esto es, para cada nimero positivo A tenemos que

(A +M)NF = 0.

DEFINICION 1.2.2

Sean M C R™ un cuerpo convexo compacto y F' un subconjunto de su frontera
bd M. Decimos que F' es un sistema de detencion para el cuerpo M si no existe un
vector no cero v € R"™ que mueve a M fuera de F'. Denotaremos por oy (M) a la
cardinalidad minima de los sistemas de detencién para el cuerpo M.

Como podemos ver, un sistema de detencion difiere de un sistema de fijacién al
considerar M en lugar de int M.

Visualmente, F' es un sistema de detencién para M si, poniendo “clavos con
friccion” en todos los puntos de F', eliminamos la posibilidad de trasladar a M en
cualquier direccion.

El concepto de sistema de detencién fue introducido por el matematico hingaro
Peter Mani [17]. El establecié el siguiente teorema.

TEOREMA 1.2.1
Para cualquier cuerpo compacto convexo M del plano R? se cumple la desigualdad
Omin (M) < 3.

Laigualdad del teorema anterior se tiene, por ejemplo, para un triangulo equilate-
ro.

El siguiente teorema nos da una manera equivalente de definir un sistema de
detencion.

TEOREMA 1.2.2
Un conjunto F C bd M es un sistema de detencion para M, si y sélo si, para
cualquier vector v # 0 existe un numero positivo A tal que

(v + M)NF # 0.

19



20 1 Sistemas de Fijacion y Sistemas de Detencion

DEFINICION 1.2.3

Un sistema de detenciéon F' para el cuerpo M C R™ es primitivo si ningtin subcon-
junto propio de F' es un sistema de detencién para M. Denotaremos por opsx (M)
la cardinalidad maxima de los sistemas de detencién primitivos para M.

En 1971 P. Mani [17] establecié el siguiente teorema.

TEOREMA 1.2.3
Para cada cuerpo compacto convezo M C R? se tiene que omgx (M) < 5.

La cota superior se tiene, por ejemplo, para el pentdgono regular M C R%. En
el capitulo |3 de esta tesis se presentan unos resultados més generales.

Es facil ver que si M C R™ es un cuerpo compacto convexo y F' C bd M es un
sistema de detencién para M de cardinalidad oy, (M), entonces F' es un sistema
de detencién primitivo para M.

OBSERVACION 1.2.1
Cada sistema de fijacién para un cuerpo compacto convexo M C R” es al mismo
tiempo un sistema de detencién para M.

OBSERVACION 1.2.2
Todo sistema de detencién de cardinalidad minima de un cuerpo compacto convexo
M C R™ es un sistema de detencién primitivo para M.

De las definiciones de sistema de detencién y de sistema de fijacion es facil deducir
el siguiente teorema.

TEOREMA 1.2.4

Sea M C R™ un cuerpo compacto estrictamente convexo. Entonces cada sistema de
detencion para M es al mismo tiempo un sistema de fijacion para M 1y reciproca-
mente.

En efecto, un vector no cero v € R™ mueve al conjunto int M fuera de F' C bd M,
si y s6lo si, v mueve M fuera de F' (ya que M es estrictamente convexo).

Es facil ver que para cada cuerpo compacto convexo M C R™ la desigualdad
Omin (M) > 2 se cumple y que para cada paralelepipedo sélido M C R™ la igualdad
Omin (M) = 2 se cumple.

20



1.2 Sistemas de Detencion 21

También para cualquier cuerpo compacto convexo suave M C R"™ tenemos que
Omin (M) = n+1. Ademas, si M C R" es un cuerpo compacto estrictamente convexo
tenemos que oy (M) = omin (M).

De los resultados de P. Mani se concluye el siguiente teorema.

TEOREMA 1.2.5
Para cada cuerpo compacto convexo M del plano R? se cumplen las desigualdades
3 < omax (M) <5.

Ahora daremos unas definiciones que nos servirdn para plantear un teorema que
nos relaciona los sistemas de detencion con el problema de sostener, introducido por
V. Boltyanski y H. Martini, y que serd una gran herramienta para establecer algunos
teoremas posteriormente.

DEFINICION 1.2.4

Sean M C R"™ un cuerpo compacto convexo y v un vector no cero. Un punto frontera
a de M es sostenido por la direccién del vector v, si existe un ntmero A > 0
suficientemente pequeno tal que el punto a + Av pertenece a M.

En la figurall.7/los puntos a y b son sostenidos por la direccién del vector p, pero

los puntos ¢, d y e no lo son.
|

a

d

Figura 1.7:

Observemos que el punto a es iluminado por la direcciéon del vector p, pero el
punto b no es iluminado por la direccién de este vector siendo sostenido por esta
misma direccién. Esto muestra la diferencia entre el problema de iluminacion y el
problema de sostener (ver definiciéon [1.2.5).

21



22 1 Sistemas de Fijacion y Sistemas de Detencion

EJjEMPLO 1.2.1

A diferencia de los sistemas de fijacion, para los sistemas de detencién la afirmacién
del teorema [I.1.6/ no se cumple. En efecto, consideremos el cuerpo compacto convexo
M C R? que se muestra en la figura 1.8, esto es, M es la interseccién de un cuarto
de circulo y una banda de ancho menor que el radio del circulo.

Figura 1.8:

Por F' denotemos el subconjunto {a,b,c} de la frontera de M donde a, b, ¢ son
puntos como en la figura [1.8. Es facil ver que F' es un sistema de detenciéon para
M. Al mismo tiempo, si cambiamos el punto a por el punto ¢’ (a una distancia
arbitrariamente pequena del punto a) entonces obtenemos el conjunto {a’,b,c} que
no es un sistema de detencién para M (véase la figura[1.9)

Figura 1.9:
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1.2 Sistemas de Detencion 23

DEFINICION 1.2.5

Sea M C R™ un cuerpo compacto conveso. Denotemos por s (M) al minimo de los
enteros s tal que existen s vectores wvi,...,vs cuyas direcciones sostienen a toda
la frontera de M. Asi s(M) es una funcién con valores enteros definida sobre la
familia de todos los cuerpos compactos convexos en R". El problema de sostener
un cuerpo compacto convexo M C R™ dado, consiste en encontrar el ntimero s (M)
o, de manera més general, encontrar el nimero maxy; s = s (M), el méximo es
considerado sobre todos los cuerpos compactos convexos M C R".

TEOREMA 1.2.6 (BOLTYANSKI)

Sea M C R™ un cuerpo compacto convero y F un subconjunto de su frontera. En-
tonces F' es un sistema de detencion para M, si y solo si, cada direccion sostiene a
al menos uno de los puntos de F'.

Demostracion:

Si la direccién [ definida por el vector v € R™ sostiene al punto a € F' (esto es,
a + Av € M para un nimero positivo A) entonces a € —\v + M; por lo tanto el
vector —v no mueve a M fuera de F'. Asi, si cada direccién sostiene a al menos un
punto de F' entonces ningtin vector no cero mueve a M fuera de F', esto es, F' es un
sistema de detencién para M. Reciprocamente, sea F' un sistema de detencién para
M y v # 0 un vector. Entonces la direcciéon del vector —v no mueve a M fuera de
F, esto es, existe a € F' y un ndmero A > 0 tales que a + Av € M. Esto significa que
la direccion del vector v sostiene al punto a. m

LEmMA 1.2.1

Sean M C R™ un cuerpo compacto convexo y by,...,bs puntos frontera requlares
de M. Denotemos por vi,...,vs a las normales exteriores de M correspondientes
a estos puntos. Denotemos por L al subespacio generado por los vectores vy, ..., vs
y supongamos que estos vectores forman un sistema no unilateral en L. Ademds
denotemos por N al complemento ortogonal de L en R™ y supongamos que una bola
B del subespacio N con centro en el origen satisface la inclusién B' = by+B C bd M.
Entonces by, ...,bs es un sistema de detencion para M.

Demostracion:

Sea v € R™ un vector no cero. Lo escribimos en la forma v = vy, + vy donde
vy, € L'y vy € N. Probaremos que el vector v sostiene a al menos uno de los puntos
b1,...,bs y esto significa que {b1,...,bs} es un sistema de detencién para M.
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24 1 Sistemas de Fijacion y Sistemas de Detencion

Primero supongamos que vy, # 0. Como el sistema vy, ..., vs es no unilateral en
L existe un indice i € {1,...,s} tal que el producto escalar (vr,v;) es negativo y
en consecuencia (v, v;) < 0 (ya que (vy,v;) = 0). Por esto (ya que el punto frontera
b; de M es regular) el vector v ilumina al punto b; y en consecuencia el vector v
sostiene a este punto.

Supongamos ahora que vy, = 0, esto es, v = vy. Como la bola B’ (que es paralela
al subespacio N) estd contenida en bd M tenemos que el vector v = vy sostiene al
punto by € bd M. Asi cada vector no cero sostiene a al menos uno de los puntos
bi,...,bs. m

LEMA 1.2.2

Sea M C R™ un cuerpo compacto convezro tal que md M = m. Sean by, ..., byt
puntos frontera regulares de M tales que las normales exteriores unitarias corres-
pondientes v1i,...,Umt1 Son minimamente dependientes. Denotemos por L el sub-
espacto m-dimensional generado por los vectores vi,...,vmy1 y por N su comple-
mento ortogonal. Entonces existe un nimero positivo v tal que para cada indice
ie{l,...,m+1} la bola B; C b; + N de dimension dim N = n —m con radio r y
centro b; estd totalmente contenida en bd M.

Demostracién:

Probaremos la afirmacién del lema para el indice i = 1 (para los demés indices
la prueba es andloga). Supongamos que tal nimero r no existe. Entonces para cada
entero k > 0 existe un punto z¥) € b; + N tal que H:E(k) — b1” < % y ) ¢ bd M,
esto es, z(F) ¢ Mo z®) € int M. Pasando a una subsucesion, si es necesario, podemos
suponer que zF) ¢ M para todoslos k o 2®) € int M para todos los k. Consideremos
el segundo caso: z®) e int M, k = 1,2,..., y denotemos por y*) el punto que es
simétrico al punto z(*) con respecto al centro by, esto es, y(k) = 2b; — 2. Como
z®) ¢ int M y by € bd M tenemos que y*) ¢ M para cada k = 1,2,... (y ademas
y(k) € b1+ N), esto es, el segundo caso se reduce al primero. Asi es suficiente suponer
que z*) ¢ M para todos los k.

Elegimos un punto frontera regular ¢*) de M tal que el hiperplano soporte T'(F)
de M en el punto c¢¥) separa a z®) de M, esto es, 2(*) pertenece al semiespacio
P = {x Az — c®) pR)y > 0} donde p*) es la normal exterior unitaria de M en el
punto ¢¥). Entonces limy_ p*) = v;. Ademés p*) no es paralelo al plano L (en
caso contrario T*) > N +b; y por esto 2(F) ¢ P).
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1.2 Sistemas de Detencion 25

Sean g1, ..., gs puntos frontera regulares de M tales que las normales exteriores
unitarias correspondientes fi,..., fs forman un sistema no unilateral en R™. Denote-
mos por 7 la proyeccién ortogonal R — N. Entonces los vectores 7 (f1) ..., 7 (fs)
forman un sistema no unilateral en IN. Podemos suponer que para un ntmero t < s
los vectores w (f1),...,m(f) son no cero y 7 (fiy1) = --- = 7w (fs) = 0; por esto los
vectores fii1,..., fs son paralelos al plano L.

Para cada k = 1,2,... el vector 7 (p(k)) es no cero y por esto el sistema de
vectores w(f1),...,m(fs) contiene un subsistema F' C {7 (f1),...,7(fs)} tal que
el vector 7 (p(k)) junto con F' forma un sistema minimamente dependiente. Pasando
a una subsucesion, si es necesario, podemos suponer que el sistema F' es el mis-
mo para todos los enteros k. Sin pérdida de generalidad es posible suponer que
F ={n(f1),...,7(fu)} donde u < t. Asi, para cada k = 1,2,... los vectores

T (p(k)) , 7 (f1),...,7(fu) son minimamente dependientes. Sea
k
7 (19) +afr (1) +-+ar (1) =0 12)
una dependencia positiva de estos vectores. Entonces tenemos que los vectores
7(f1),...,m(fy) son linealmente independientes.
Como limg_,ee p™ = vy, tenemos que limy_,oo 7 (p(k) —vl) = 0 y por esto

limy oo 7 (p(k)) =0 (ya que 7 (v1) = 0). En consecuencia

lim agk) =0,..., lim o = 0. (1.3)

k—oo ko

De la igualdad (1.2) concluimos que el vector p*) + agk)fl + o+ al(f)fu es
paralelo al subespacio L. Por esto el vector

o® = (p —v1) +af fi - +alP sy (1.4)

k)

también es paralelo a L. Como lim_ o (p( —1)1) = 0, tenemos de (1.3) que

limg_oo v®) = 0. Sea

o = 5905+ 4 B o (1.5)
la representacién de v(®) en la base va, . .., U1 del plano L. Ahora de la igualdad

limy,_oo v*) = 0 concluimos que

MH@M:Q“ngﬂﬂ4:O (1.6)

k—o0

25



26 1 Sistemas de Fijacion y Sistemas de Detencion

Sea
v1 + A2+ -+ At 1Um41 =0 (17)

una dependencia positiva entre vi,va,...,Un11. Entonces de (L.4), (L5) y (1.7)
concluimos que

+ ()\2 - ﬁék)> (e e <)\m+1 — ﬁr(rlf-)i-l) Um+1 = 0. (1.8)

Asi, (1.8)) es una dependencia lineal entre los vectores

p(k)7f17'"7fU7v27’-'7Um+1- (19)

Como los niimeros Ag, ..., A\p,+1 son positivos, de la igualdad (1.5) concluimos
que, para k suficientemente grande, todos los coeficientes en (1.8) son positivos.
Fijemos tal entero k. Asi (1.8) es una dependencia positiva entre los vectores de

(L.9).
Ademas los vectores f1,... fu,v2, ..., Unt+1 (Obtenidos cuando iluminamos el pri-
mer vector de (1.9))) son linealmente independientes. En efecto sea

vifi A vufu + peva 4 F i 1Vmgr = 0 (1.10)

una dependencia lineal entre estos vectores. Bajo la proyeccion 7 obtenemos que
nr(fi)+ -+ vy (7 (fy)) = 0de donde vy = --- = 1, = 0 (ya que los vectores
7 (f1),...,m(fu) son linealmente independientes). Por esto la dependencia lineal
(1.10) toma la forma

pova + -+ fmt1Umy1 = 0. (1.11)

Pero esto implica que po = -+ = um+1 = 0 (ya que los vectores v, ..., Vpmi1
del plano L son linealmente independientes). Asi cada dependencia lineal entre
fi, ooy fu,v2, ..., Um1 es trivial y por lo tanto estos vectores son linealmente in-
dependientes. En consecuencia los vectores de (1.9) son minimamente dependientes.
Estos vectores son normales exteriores unitarias en puntos frontera regulares de M y
por esto md M > m~+wu. Como u > 1 obtenemos que md M > m+1 en contradiccién
con la igualdad md M =m. =
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1.2 Sistemas de Detencion 27

TEOREMA 1.2.7 (BOLTYANSKI)
Sea M C R™ un cuerpo compacto convero. Entonces oy (M) < md M + 1.

Demostracion:

Denotemos al entero md M por m. Entonces existen m+ 1 puntos frontera regu-
lares by, ...,bm+1 de M tales que las normales exteriores unitarias correspondientes
V1, ...,Um+1 Son minimamente dependientes. Bajo la notacién del lema [1.2.2] tene-
mos que, para cada i =1,...,m+ 1, la bola B; esta contenida en la frontera de M.
Ahora el lema [1.2.1 implica que los m + 1 puntos by, ..., by41 forman un sistema de
detencién para M. En consecuencia oy, (M) <m+1=mdM +1. =

No es dificil demostrar los siguientes tres teoremas.

TEOREMA 1.2.8

Sea M C R™ un cuerpo compacto convexo. Si M es estrictamente convexo, entonces
Omin (M) = Omin (M) =n+1.

TEOREMA 1.2.9

Si M C R™ es un cuerpo compacto convexo entonces existe un sistema de detencion
F, para M, tal que la cardinalidad de F' es igual a oy (M) y cada punto de F es
un punto frontera reqular de M.

TEOREMA 1.2.10
Sea M un cuerpo compacto convexo del espacio R™ y consideremos el conjunto

F = {b1,...,bs} donde cada b; es un punto frontera regular de M. Denotemos por
P1,...,Ps a las normales unitarias exteriores del cuerpo M en los puntos by, ..., bs,
respectivamente. Si los vectores {p1,...,ps} son minimamente dependientes enton-

ces F' es un sistema de detencion para M.

TEOREMA 1.2.11

Supongamos que M C R"™ es un politopo convexo y sean vi,...,v, las normales
exteriores unitarias de sus caras principales. Denotemos por ¢ al minimo de los
enteros positivos k tales que existen k+ 1 vectores minimamente dependientes entre
U1, ..., 0. Entonces omin (M) =c+ 1.
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28 1 Sistemas de Fijacion y Sistemas de Detencion

Demostracién:

Sin pérdida de generalidad supongamos que los vectores vy, . . ., Uc+1 SON minima-
mente dependientes. Sean Aq, ..., A.y1 las caras principales de M con las normales
exteriores v1,..., V.11, respectivamente. Elegimos puntos interiores by, ...,b.41 de
estas caras principales, respectivamente. Denotemos por L al plano c-dimensional
generado por vy, ..., v.+1 (recordemos que estos vectores son minimamente depen-
dientes) y por N el complemento ortogonal de L. Entonces existe un niimero positivo
r tal que el plano v; + N contiene una bola (n — ¢)-dimensional de radio r con centro
enb;, it =1,...,c+1ylos puntos by, ...,b.+1 forman un sistema de detencién para
M (véase la demostracién del teorema [1.2.7)). Asi, oy (M) < c+ 1.

Probaremos la desigualdad opuesta. Supongamos lo contrario, esto es, existen
puntos frontera aq,...,a. de M que forman un sistema de detencién para M. Ele-
gimos caras principales Af, ..., Al tales que a; € A}, i =1j,...,i. y denotemos por
vl,...,v, a las normales exteriores unitarias de estas caras. Entonces los vectores
v],...,v. forman un sistema unilateral, esto es, existe un vector ¢ # 0 tal que to-
dos los productos escalares (g, v}) son negativos. Asi (Ag, v;) < 0 para cada A > 0
v ¢ =1,...,c. Esto significa que el punto a; — Aq esta situado en el semiespacio
abierto {z : (v),x —b;) <0} para i = 1,...,c. En otras palabras, a; ¢ \g+ M y
por esto {ai,...,a.} no es un sistema de detencién para M, en contradiccién con la
suposicién. m

TEOREMA 1.2.12

Sean R" = LW & L) una descomposicion directa de R y MM < LM, M) < L)
cuerpos compactos convezos. Entonces para la suma directa M = MM @ M@ [q
tqualdad

Omin (M) = min (crmfn (M(1)> . Omin (M(Q)))

se cumple.
Demostraciéon:

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que oy (M (1)) < Omin (M (2)).
Denotemos por g al nimero oy, (M(l)) y elijamos puntos az,...,aq € rbd M que
formen un sistema de detencién para M) (con respecto al plano L(l)). Ademas, sea
b un punto relativamente interior del cuerpo M ¢ L®). Entonces a; +b, ..., ag+b
son puntos frontera del cuerpo M. Mostraremos que F' = {a; +b,...,a,+ b} es un

sistema de detencién para M.

28



1.2 Sistemas de Detencion 29

En efecto, sea v = v1 + v un vector no cero donde vy € L@ y g € L®). si
v1 # 0 entonces para algin indice j = 1,...q y para algin A > 0, suficientemente
pequeila, tenemos que el punto (a; +b) — Avy pertenece al cuerpo M® v por lo
tanto el punto (a; + b) — Av pertenece a M (ya que b € rint M (?)) esto significa que
el vector v no mueve al cuerpo M fuera de F.

Pero si v1 = 0 entonces para cada j = 1,...,¢q el punto (a; + b) — Av pertenece a
M (si A es suficientemente pequena). Asi en cualquier caso el vector v # 0 no mueve
a M fuera del conjunto F', esto es, F' es un sistema de detenciéon para M y por lo
tanto omm (M) < omm (M(l)). [

TEOREMA 1.2.13
Supongamos que M = My ® --- & My donde M,..., My son cuerpos compactos
convexos. Entonces

Omin (M) = min {O'mlfn (Ml) 5o+ O0min (MS)} .

TEOREMA 1.2.14
Sean R" = LW & L) una descomposicion directa de R y MY < LM, M) < L2

cuerpos compactos convexos. Entonces para la suma directa M = MW & M@ [q

tqualdad
s (M) = min (s (M(l)) s (M(2))>

se cumple.

TEOREMA 1.2.15
Sea R = LM @ .. @ LK) yna descomposicion directa de R"™. Para cadai=1,...,k

sea MW ¢ LO) un cuerpo compacto convexo. Entonces para el conjunto suma directa
M=MYg. ..o M® lqigualdad

5 (M) = min (S (M(l)) S (M(k)))

se cumple.

29



30

1 Sistemas de Fijacion y Sistemas de Detencion

30



CAPITULO 2

Nuevos Resultados: Sistemas de Fijacién

2.1. Clasificacion por Sistemas de Fijacion

Primero daremos las definiciones necesarias para después plantear algunos lemas
que nos serviran para probar los teoremas principales de esta seccion.

DEFINICION 2.1.1

Sea M C R™ un conjunto compacto y a, b dos de sus puntos frontera. Decimos que
estos puntos son antipodales si existen dos hiperplanos paralelos I'y, I'y a través de
los puntos a y b, respectivamente, tales que el conjunto M esté totalmente contenido
en la banda cerrada n-dimensional con frontera I'; U I'y. Si uno de los hiperplanos
Ty, 'y tiene solamente un punto en comuin con M decimos que los puntos a y b
son semiestrictamente antipodales. Si es posible elegir a los hiperplanos I'y, I'y de
manera que cada uno de los dos hiperplanos tiene solamente un punto en comun
con M decimos que los puntos a y b son estrictamente antipodales.

En la figura2.1/los puntos a, b € bd M son estrictamente antipodales y los puntos
a, ¢ son semiestrictamente antipodales. Finalmente, los puntos b, ¢ son antipodales
pero no son ni estrictamente antipodales ni semiestrictamente antipodales.
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32 2 Nuevos Resultados: Sistemas de Fijacion

Figura 2.1:

DEFINICION 2.1.2
Un pentagono convexo P C R? es aplanable si tiene dos vértices vecinos que son
puntos antipodales.

En la figura 2.2(a) el pentdgono P tiene dos vértices vecinos en los cuales la
suma de los dngulos interiores correspondientes es menor que 7; estos puntos son
estrictamente antipodales y por esto P es aplanable. En la figura 2.2(b) los vértices
a y b tienen la suma de sus dngulos interiores correspondientes igual a m; estos
vértices son antipodales (no estrictamente antipodales) y por esto P también es
aplanable. Sin embargo, si para cada dos vértices vecinos de un pentdgono la suma
de los angulos interiores correspondientes es mayor que 7 entonces ningun par de
vértices vecinos son antipodales y por lo tanto el pentdgono no es aplanable.

b c

Figura 2.2:

32



2.1 Clasificacion por Sistemas de Fijacion 33

LEMA 2.1.1

Sea M C R? un cuerpo compacto convexo y F un sistema de fijacidn primitivo para
M. Entonces cualesquiera tres puntos de F' no pueden ser colineales, esto es, F' es
el conjunto de vértices de un poligono P inscrito en M. Ademds, si a y b son dos
vértices no vecinos de P entonces a y b son puntos antipodales de M .

Demostracion:

Supongamos que los puntos a,b,c € F son colineales y estan situados en una
linea soporte [ de M. También podemos suponer que b estd situado entre a y c. Si
un vector no cero e ilumina al punto a, esta misma direccién ilumina al punto b; esto
implica que no existe una direccién que ilumine sélo al punto a € F' contradiciendo
el hecho de que F es un sistema de fijacién primitivo para M. Por lo tanto, no
existen tres puntos de F' que sean colineales.

Figura 2.3:

Ahora si p y ¢ son dos vértices no vecinos de P = conv F', ellos dividen la frontera
de M en dos arcos abiertos A y B. Como p y ¢ no son vecinos, existe un vértice a
de P en A. Denotemos por 7, y 74 los rayos que emanan de p y g respectivamente y
que son tangentes a B. Sean 7, y 74 los rayos opuestos. Si r}, y r4 tienen un punto en
comun (véase figura 2.3) entonces es imposible encontrar una direccién que ilumine
sélo al punto a; contradiciendo que F' es un sistema de fijacién primitivo para M.
Entonces r,Nr, = 0, esto es, el arco B esta situado en una banda con lados paralelos
a través de los puntos p y ¢q. De manera analoga el arco A esta situado en una banda
con lados paralelos a través de p y ¢g. Esto significa que los puntos p y ¢ son puntos
antipodales de M. m
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34 2 Nuevos Resultados: Sistemas de Fijacion

LEMA 2.1.2

Sea G C R? una banda con lados paralelos K1 y Ko. Luego sean a € K1, b € Ko,
c € G, ecintG donde c y e estin situados en un semiplano abierto cuya frontera
es la linea ab. Entonces no existe una banda H C R? con lados paralelos L1, Lo tal
quec€e Ly, e€ Ly ya,be H.

Demostraciéon:
Introduzcamos un sistema de coordenadas x, y con origen en el punto a tal que
K es el eje x y el rayo emanado de a que pasa por b es la parte positiva del eje y.

Figura 2.4:

Podemos suponer que ¢ y e tienen el valor de su abscisa positiva (véase figura
2.4). Supongamos que la banda H existe y denotemos por v un vector con el valor
de su abscisa positiva que es paralelo a Ly y (y por lo tanto a Lg). Ya que a € H, la
ordenada y, del vector v es no negativa; de manera similar, al considerar que b € H,
el valor y, de la ordenada del vector v es no positiva. Por lo tanto y, = 0. Pero en
este caso la banda H no puede contener a los puntos a y b ya que e € int G. Asi, no
existe tal banda H. m

LEmMA 2.1.3

Sea M C R? un cuerpo compacto convexo con omsx (M) = 5. Supongamos que
F ={a,b,c,d,e} es un sistema de fijacion primitivo para M donde los puntos a, b,
¢, d, e estdn colocados en orden ciclico en la frontera de M. Entonces el pentdgono
P = conv F' no es aplanable.
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2.1 Clasificacion por Sistemas de Fijacion 35

Demostracién:

Supongamos que dos vértices vecinos de P son puntos antipodales, esto implica
que P tiene, esencialmente, la forma como en las figuras 2.2(a) y 2.2(b). En el caso
de la figura 2.2(a) hay tres vértices de P dentro de una banda con frontera a través
de los puntos a y b. En este caso, por el lema 2.1.2, ¢ y e no pueden ser puntos
antipodales de M, contradiciendo el lema 2.1.1. En el caso de la figura 2.2(b), por
el lema [2.1.1), los puntos ¢ y e son puntos antipodales, y por esto, M estd situada
en la banda cuya frontera son las lineas bc y ae. Por lo tanto, el vector v = c — b
no ilumina a ninguno de los puntos de F', contradiciendo el teorema [1.1.5. Por lo
anterior concluimos que el pentdgono P no es aplanable. m

LEMA 2.1.4

Sea M C R? un cuerpo compacto convexo. Supongamos que existen dos segmentos
paralelos Iy, Iy en su frontera tales que 0 < [ (I1) < l(I2) donde la funcion I es
la longitud del segmento. Si existe una cuerda I de M paralela a I, I> tal que

[(I) > 1(I2) entonces pmax (M) > 4.

Demostracion:

Sea [a, b] una cuerda de M paralela a I; y que tiene la longitud méxima entre las
longitudes de todas las cuerdas de M paralelas a I;. Entonces hay dos lineas soporte
m1, ma de M que pasan por a y b, respectivamente (véase figura [2.5). Sean ¢ y d
puntos del interior relativo de I y I, respectivamente. Entonces F' = {a, b, ¢, d} es
un sistema de fijacién primitivo para M, esto es, omax (M) > 4. &

Figura 2.5:
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36 2 Nuevos Resultados: Sistemas de Fijacion

LEMA 2.1.5

Sea M C R? un cuerpo compacto convero. Supongamos que existe un segmento
[a,b] C bd M tal que a y b son puntos frontera de M que son puntos estrictamente
o semiestrictamente antipodales de M. Entonces gmsx (M) = 3.

Demostracién:

Sean [ y m dos lineas soporte paralelas de M a través de a y b, respectivamen-
te. Como a y b son puntos estrictamente o semiestrictamente antipodales de M,
podemos suponer que [ tiene s6lo un punto en comin con M. Denotemos por p el
vector unitario que es paralelo a [ e ilumina a los puntos del interior relativo del
segmento [a,b] (véase figura 2.6). Ademads sea n la linea soporte de M paralela al
segmento [a,b] y denotemos por ¢ al vector unitario tal que b = a + Ag con A > 0.
Sea g C bd M el arco abierto que consiste de todos los puntos que son iluminados
por el vector q. Los puntos extremos de g son el punto a y el punto ¢ € n. De manera
andloga, denotemos por h C bd M el arco abierto que consiste de todos los puntos
que son iluminados por el vector —g. Los puntos extremos de h son el punto b y el
punto d € n (notemos que es posible que los puntos ¢ y d coincidan).

Figura 2.6:

Sea ahora F' un sistema de fijaciéon primitivo de M. Entonces existe un punto
x en el interior relativo del segmento [a,b] que pertenece a F', en caso contrario el
vector p no ilumina a ninguno de los puntos de F. Ademas existe un punto y € F
que pertenece al arco abierto g, en caso contrario el vector ¢ no illumina a ningin
punto de F'. De manera andloga, existe un punto z € F'N h.
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2.1 Clasificacion por Sistemas de Fijacion 37

Ahora mostraremos que los puntos z, ¥, z forman un sistema de fijaciéon para
el conjunto M. En efecto, si un vector no cero esta situado entre p y q o entre p y
—q entonces el ilumina al punto x. El vector —p ilumina al punto y ya que el arco
abierto g no tiene puntos en comun con [ (es decir, y ¢ [). Ademds si un vector
no cero esta situado entre ¢ y —p el ilumina al punto y. Finalmente, si un vector
no cero esta situado entre —q y —p el ilumina al punto z. Asi todo vector no cero
ilumina a al menos uno de los puntos z, y, z, esto es, {z,y,2} es un sistema de
fijaciéon contenido en F'y como F' es un sistema primitivo, entonces F' coincide con
{z,y, z}. Asi, todo sistema de fijacién primitivo para M consiste de tres puntos, esto
es, Omax (M) =3. m

LEMA 2.1.6

Sea M C R? un cuerpo compacto convexro. Supongamos que existen tres puntos
frontera a, b, ¢ de M tales que cada dos de ellos son puntos estrictamente o semi-
estrictamente antipodales de M. Entonces omsx (M) = 3.

Demostracién:

Los puntos a, b, ¢ dividen la frontera de M en tres arcos. Denotemos por tg,
el arco abierto de bd M con puntos extremos a y b que no contiene al punto c.
De manera analoga definimos los arcos tp. y tcq. Si al menos uno de los segmentos
[a,b], [b,c] o [c,a] estd contenido en bd M entonces por el lema [2.1.6 concluimos
que Omax (M) = 3. Entonces podemos suponer que ninguno de estos segmentos
esta contenido en la frontera de M. Como a y b son puntos estrictamente o semies-
trictamente antipodales de M entonces existen dos lineas soporte paralelas [, { de
M con a € g, b € I} tales que al menos una de estas lineas tiene sélo un punto en
comun con M. Por la suposicién tenemos que ¢ & 1, ¢ ¢ l,. Sea v, el vector unitario
que es paralelo a [, (y por lo tanto a l) que ilumina al arco t,,. Entonces el vector
opuesto —v, ilumina al punto ¢ y a al menos uno de los arcos tp, t., (en detalle,
si la linea [, tiene sélo al punto a en comun con M, entonces —v, ilumina al arco
teq y andlogamente para el arco ty.). De manera similar definimos al vector v, y al
vector vy, (véase figura 2.7). Entonces cada uno de los vectores vq, vp, Ve, —Vg, —Up,
—v, ilumina a al menos uno de los arcos 4, tpe, tea-

Si un vector no cero p estd situado entre v, y —v. (sin incluirlos), entonces
p ilumina al arco tp. (podemos hacer un razonamiento andlogo cuando el vector
p estd situado en el interior de los otros cinco dngulos). Asi, cada vector no cero
ilumina a al menos uno de los arcos 4, tpe, tea-
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Figura 2.7:

Sea ahora F' un sistema de fijacién primitivo para M. Como el vector v, ilumina
s6lo a los puntos del arco abierto . entonces el conjunto t,.NF es no vacio. Elegimos
un punto arbitrario @ de t,. N F de manera similar elegimos puntos b € too N F v
€ € tg N F. Como cada vector no cero ilumina a al menos uno de los arcos tg,
the, tea (y por lo tanto ilumina a al menos uno de los puntos @, b, ¢) tenemos que
{EL, b, E} forman un sistema de fijacion para M y como F' es un sistema de fijacion
primitivo, entonces F' coincide con {a, b, é}. Asi todo sistema de fijacion primitivo
para M consiste de tres puntos, esto es, omsx (M) =3. m

Ahora ya estamos en la posibilidad de probar los siguientes dos teoremas que
fueron dados en la seccién[l. 1y que son necesarios para la clasificacion que se dard en
esta seccidn.

TEOREMA 2.1.1 (L. FEJES TOTH)
Para cada cuerpo compacto convezo M C R? el entero omax (M) satisface la des-
igualdad omax (M) < 6.

Demostraciéon:

Supongamos que tenemos un sistema de fijacién primitivo F C bd M de M que
consiste de siete puntos (el caso cuando son més se prueba de manera andloga) y
sean ai, a9, as, a4, as, ag, ay los vértices, en orden ciclico, del poligono P = conv F
(véase figura [2.8)).
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Figura 2.8:

Por el lema 2.1.1 a1 y ag son puntos antipodales de M. Sea G D M una banda
con lados paralelos K1 y K5 tales que a1 € K1y ag € Ko. El punto as esta situado en
el semiplano abierto II; con frontera la linea ajas y los puntos a4, as, ag y a7 estan
situados en el semiplano abierto opuesto Ils. Es posible que ay € K1 y a4 € Ko,
pero los puntos as, ag estdn situados en el conjunto abierto Il N G. Entonces a4 y
ag son vértices no vecinos de P situados en Iy y por el lema 2.1.1! ellos son puntos
antipodales de M. Esto significa que existe una banda H D M con lineas frontera a
través de ayq y ag, contradiciendo el lema 2.1.2. Por lo tanto, gpsx (M) <6 m

TEOREMA 2.1.2 (FuDpALI)
Sea M C R? un cuerpo compacto convexo. La igualdad omgx (M) = 6 se cumple, si
y solo si, M es un hexdgono tal que cada par de sus lados opuestos son paralelos.

Demostracion:

Sea omsx (M) = 6. Supongamos que F' es un sistema de fijacién para M que
consiste de seis puntos a1, a9, as, a4, as, ag en orden ciclico. Sea G D M una banda
con lineas frontera K, Ko a través de los puntos antipodales a; y as, respectiva-
mente. Si dos de los puntos ay4, as, ag estan situados en el interior de GG obtenemos
una contradiccién como en la demostracion del teorema anterior. Por lo tanto ag
v a4 estan situados en las lineas K; y Ko, respectivamente. En otras palabras, los
segmentos [a1, ag] y [a3, a4] estdn situados en la frontera de M. Andlogamente, cua-
lesquiera dos lados opuestos de P = conv F' estan contenidos en la frontera de M, es
decir, M = P es un hexagono con lados opuestos paralelos (y el sistema de fijacién
primitivo F' para M es el conjunto de sus vértices).
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Reciprocamente, si M es un hexdgono con lados opuestos paralelos, el conjunto
de sus vértices forman un sistema de fijacién para el conjunto M y por lo tanto
Omiax (M ) =6. m

TEOREMA 2.1.3

Sea M C R? un cuerpo compacto convexo tal que omgx (M) < 6. La igualdad
Omax (M) = 5 se cumple, si y sdlo si, existe un péntago convexo no aplanable P
inscrito a M tal que cada dos vértices no vecinos de P son puntos antipodales de

M.

Demostracién:
La parte “solo si” es consecuencia de los lemas 2.1.1y 2.1.3.

Ahora probaremos la parte “si”. Sea P un pentagono no aplanable inscrito en M
tal que cada dos vértices no vecinos de P son puntos antipodales de M. Al conjunto
de vértices de P lo denotaremos por F. Entonces cada direccion ilumina a al menos
uno de los puntos de F' C bd M y por esto F' es un sistema de fijacién para M.
Luego sea a un punto arbitrario de I’ y b, e los vértices de P que son vecinos de a.
Entonces b y e son puntos antipodales de M, esto es, existe una banda K D M con
lineas frontera paralelas a través de b y e. Entonces existe una direccién que ilumina
sélo al punto a € F. Analogamente para cada uno de los otros puntos de F. Asi el
sistema de fijacion F' para M es primitivo. m

En el teorema anterior requerimos que se cumpla que gmax (M) < 6. Aparen-
temente esta condicién estd de més, pero como veremos en el siguiente ejemplo, es
una condicién esencial.

Ejempro 2.1.1

Sea M C R? el hexdgono regular con vértices a, b, ¢, d, e, f en orden ciclico y sea p un
punto relativamente interior del segmento [e, f]. Entonces P = conv {a, b, c,d, p} es
un pentagono no aplanable inscrito en M y satisface la condicién del teorema 2.1.3.
Sin embargo omax (M) = 6, esto es, la conclusién del teorema2.1.3 no se cumple. Sea
ahora IT un semiplano cerrado tal que {a,b,c,d,e,p} CintIly f ¢ II (véase figura
2.9). Entonces M’ = M N1II es un cuerpo compacto convexo con gmax (M') = 5
ya que P es un pentdgono inscrito en M’ que satisface la condicién del teorema
2.1.3ly ademé&s omsx (M') < 6 por el teorema [2.1.2. Esto muestra que la desigualdad
Omax (M) < 6 es esencial en el teorema anterior.
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Figura 2.9:

TEOREMA 2.1.4
Sea M C R? un cuerpo compacto convexo. La igualdad omsx (M) = 3 se cumple, si
y solo si, M satisface al menos una de las condiciones siguientes:

(i) Existen tres puntos frontera de M tales que cada dos de ellos son puntos
estrictamente o semiestrictamente antipodales para M.

(i7) Eziste un segmento [a,b] C bd M tal que los puntos a y b son puntos estricta-
mente o semiestrictamente antipodales para M.

Demostracion:

La parte “si” es consecuencia inmediata de los lemas 2.1.5/ y 2.1.6.

Daremos la prueba de la parte “sélo si”. Sea M C R? un cuerpo compacto
convexo con Pmax (M) = 3. Entonces el cuerpo M tiene al menos un punto frontera
no regular (en caso contrario gmax (M) = 4). Sea a un punto frontera no regular de
M con el mayor angulo exterior (en caso de haber varios considerar cualquiera de
ellos). Denotemos por [y y I3 los rayos tangentes a M en el punto a y por my, mo las
lineas soporte de M paralelas a l; y I respectivamente. Por b, ¢, d denotemos a los
puntos l1Nmsg, m1Nmsg y loNmq respectivamente. Entonces abed es un paralelogramo
circunscrito a M. Ahora consideremos todos los casos posibles.
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42 2 Nuevos Resultados: Sistemas de Fijacion

Caso 1: al menos uno de los puntos b, d pertenece a M. Podemos suponer que
b € M. Entonces a y b son puntos antipodales de M. Si ellos son estrictamen-
te o semiestrictamente antipodales, entonces M satisface la condicién (ii) de este
teorema. Supongamos que a y b no son puntos estrictamente ni semiestrictamante
antipodales de M. Entonces al menos uno de los puntos ¢, d pertenece a M (en caso
contrario tenemos que 9msx (M) = 4, por el lema 2.1.4). Sea ¢ € M, esto es, by ¢
son puntos antipodales. Si ellos son estrictamente o semiestrictamente antipodales,
entonces M satisface la condicién (i) de este teorema. Queda por considerar el caso
cuando b y ¢ no son puntos estrictamente o semiestrictamente antipodales de M.
Entonces existen puntos z € [¢,d] y w € [a,d] distintos de ¢ y a que pertenecen a
M. En consecuencia los puntos x,y, z, w (como en la figura 2.10)) forman un sistema
de fijacién primitivo para M, en contradicién con la hipdtesis de que gmax (M) = 3.
Vemos que b y ¢ son puntos semiestrictamente antipodales de M y por lo tanto M
satisface la condicién (ii) de este teorema. Asi si b € M entonces este teorema se
cumple. Analogamente si d € M este teorema se cumple.

Figura 2.10:

Caso 2: Supongamos que ninguno de los puntos b, d pertenecen a M y ademaés a
y ¢ son los Unicos puntos en comuin de M y la frontera del paralelogramo abcd.
Denotemos por lj y I} los rayos tangentes a M en el punto c. Entonces Ij C my
y l5 C mgy (en caso contrario el dngulo exterior de M en el punto ¢ es mayor que
el dngulo exterior en el punto a en contradiccién con la eleccién del punto a). Sea
P un paralelogramo circuscrito a M que contiene los puntos a y ¢ en su interior
y sean x, y, z, w puntos en comun de M con la frontera de P (véase figura 2.11).
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Podemos suponer que P estd suficientemente cerca de abecd de manera que los puntos
x y w son iluminados por el vector ¢ — a y los puntos y y z son iluminados por el
vector a — ¢ (observemos que el conjunto de todas las direcciones para las cuales hay
una linea soporte que tiene un segmento en comun con M es a lo méas contable. Por
esto podemos suponer que cada lado de P tiene sélo un punto en comin con M). El
conjunto F' = {z,y, z,w} es un sistema de fijacién para M. Ademés este sistema de
fijacién es primitivo (ya que cada lado de P contiene un dnico punto que pertenece
a F'). Asi tenemos un sistema de fijacién primitivo que consiste de cuatro puntos en
contradiccién con la hipdtesis de que omax (M) = 3. Asi, el caso 2 no es realizable.

d

Figura 2.11:

Caso 3: ninguno de los puntos a, b pertenece a M, ademas ¢ € M y M tiene un
segmento en comun con el paralelogramo abcd. Sin pérdida de generalidad podemos
suponer que el lado [a,b] tiene un segmento [a, x| en comin con la frontera de M.
Sea P el paralelogramo circunscrito a M que contiene a los puntos a, ¢ en su interior
y ', y, z, w son puntos en comun de M con la frontera de P (véase figura 2.12).
Observemos que el punto ' puede coincidir con = o ser diferente de x. Como en el
caso anterior, el conjunto {2/, y, z, w} forma un sistema de fijacién primitivo para M,
en contradiccién con la hipdtesis de que gmax (M) = 3. Asi el caso 3 no es realizable.

Caso 4: b¢ M,d ¢ M, c € M y ademas M tiene méas que un segmento en comun
con la frontera del paralelogramo abcd. Por el lema [2.1.4] tenemos que M no puede
tener dos segmentos en comin con dos lados opuestos de abcd. Supongamos que el
lado [a, b] tiene un segmento [a, z| en comin con la frontera del paralelogramos abed
y ademas [a,d] o [b, ] tiene un segmento en comin con la frontera de abed. Como
antes, construimos un sistema de fijacion primitivo para M que consta de 4 puntos,
en contradicién con la hipétesis pomax (M) = 3. Asi el caso 4 no es realizable.
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44 2 Nuevos Resultados: Sistemas de Fijacion

Figura 2.13:

Caso 5: ninguno de los puntos b, ¢, d pertenece a M. Denotemos por b’ el punto del
conjunto my N M que estd mds cerca a ¢y por d’ el punto del conjunto my N M que
estd més cerca a c. Si b’ y d’ no son puntos antipodales de M (véase figura 2.13(a)).
Entonces es posible construir un sistema de fijacion primitivo para M que consta
de 4 puntos (con la ayuda de un paralelogramo circunscrito a P) como en los casos
anteriores, esto es, omax (M) > 4 en contradiccién con la hipétesis. Sin embargo si
by d' son puntos antipodales de M, pero no son ni puntos estrictamente ni puntos
semiestrictamente antipodales (véase figura [2.13(b))) entonces opmax (M) > 4 por el
resultado del lema [2.1.4] esto es, obtenemos una contradiccién a la hipétesis. En-
tonces b’ y d’ deben de ser puntos estrictamente o semiestrictamente antipodales.
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2.1 Clasificacion por Sistemas de Fijacion 45

Ademads a y b’ son puntos estrictamente o semiestrictamente antipodales y anélo-
gamente a y d’ también son puntos estrictamente o semiestrictamente antipodales.
Asf los puntos a, V', d’ satisfacen la condicién (i) de este teorema. m

Los dos teoremas anteriores nos completan la clasificacion de los cuerpos com-
pactos convexos M C R? con respecto a la cardinalidad maxima de sus sistemas de
fijacién primitivos (ya que omax (M) = 4, si y s6lo si, ninguno de los teoremas 2.1.2)
2.1.3, 2.1.4l se cumplen).

Ahora daremos unos ejemplos donde aplicamos los teoremas anteriores.

EjempPrLO 2.1.2

Sea M el triangulo de Reauleaux (véase figura 2.14(a)). Cada dos de sus vértices
a,b,c son puntos estrictamente antipodales de M. El teorema [2.1.4] muestra que
Omax (M) = 3. Si Il es un semiplano cerrado que contiene a los puntos a, b, ¢ en su
interior, pero no contiene a M (véase figura 2.14(b)), entonces M’ = M N1TI es otra
figura con gmax (M) = 3 (también por el teorema2.1.4). Pero si cortamos el punto ¢
por una linea paralela a bd I (véase figura 2.14(c)), entonces obtenemos, por el lema
2.1.4] (o aplicando los teoremas 2.1.2), 2.1.3 2.1.4), la figura N con gpsx (M) = 4.

Figura 2.14:
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46 2 Nuevos Resultados: Sistemas de Fijacion

EJjEmMPLO 2.1.3

Sea N C R? un semicirculo con didmetro [a,m]. Entonces por el teorema [2.1.4
tenemos que gmax (IV) = 3. Sea ahora b un punto relativamente interior del segmento
[a,m]. Denotemos por [ la linea a través de b que es perpendicular al segmento
[a, m]. Denotemos por II el semiplano cerrado con linea frontera [ tal que a € I y
sea M = N NII (véase figura2.15). Entonces omsx (M) = 3 por el teorema 2.1.4/ (ya
que el segmento [a, b] estd contenido en bd M y a y b son puntos semiestrictamente
antipodales de M).

/

N\

%7
.

M

Figura 2.15:

EjempPLO 2.1.4

Para el cuerpo M C R? de la figura 2.16/ tenemos que oy (M) = 5 ya que el
pentagono inscrito P con vértices a, b, ¢, d, e satisface las condiciones del teorema
2.1.3l

Figura 2.16:
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Concluimos esta seccién con unos teoremas que dan una subclasificacién para
dos familias interesantes de figuras planas: los cuerpos de ancho constante y los
poligonos regulares.

TEOREMA 2.1.5
Sea M C R? una figura de ancho constante. Entonces

3 st M es el tridngulo de Realeauz,
Omax (M) =<5 si M es un pentdgono de Reauleus,

4 en los otros casos.

Demostracién:

Sea M C R? una figura de ancho constante h. Si b y ¢ son puntos antipodales de
M entonces ellos son estrictamente antipodales y el segmento [b, ¢] tiene longitud h.
Luego sean a, p, ¢ tres puntos frontera de M tales que a y p son puntos antipodales
y a, ¢ son puntos antipodales también. Entonces cada uno de los segmentos [a, p]
y |a, ¢ tiene longitud h y el arco frontera pg de M (que no contiene al punto a) es
un arco circular de radio h. Ahora, por el teorema 2.1.4, si omsx (M) = 3, entonces
M es el tridngulo de Realeaux, esto es, cada uno de los segmentos [a, ], [b, c], [c, a]
(véase figura 2.17(a)) tiene longitud h y cada arco ab, bc, ca es un arco circular de

radio h.
a d
e
c
b ¢ a b
(a) (b)

Figura 2.17:
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48 2 Nuevos Resultados: Sistemas de Fijacion

Luego, si omax (M) =5y P = conv{a,b,c,d, e} es un pentdgono inscrito a M,
como en el teorema [2.1.3 entonces cada diagonal de P tiene longitud h y cada arco
frontera ab, be, cd, de, ea de M es un arco circular de radio h. Esto significa que
M es un pentdagono de Realeaux de ancho constante h (véase figura 2.17(b)). Sin
embargo si el cuerpo M C R? es una figura de ancho constante h distinta de las dos
figuras consideradas entonces gmsx (M) =4 (ya que la igualdad gmsx (M) = 6 no se
cumple por el teorema 2.1.2). m

En particular, si My, es un poligono de Reuleaux con m vértices, la grifica de la
funcién omax (M) aparece en la figura [2.18

Omax (M)

Y

Figura 2.18:

TEOREMA 2.1.6
Sea My, un poligono reqular de k lados. Entonces

3si k=3,

4s51k=4,7,90k>10
méxM — » ' )
oméx (M) 5 sik=5,8, 10,

6 sik=6.

Demostraciéon:
Sea Mj; C R? un poligono regular con k = 2n + 1 vértices donde n > 2.
Por el teorema [2.1.2] tenemos que gz (My) < 6. Supongamos que gmsx (My) = 5.
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Entonces existe un pentdgono no aplanable P inscrito en My como en el teorema
2.1.3. Sean a, b, ¢, d, e los vértices de P en orden ciclico. Denotemos por ¢ al centro de
My,. Como a y ¢ son puntos antipodales de M), existen dos lineas soporte paralelas
lg, lc de My, tales que a € l, v ¢ € l.. Es posible que un lado de M}, esté situado el
lq 0 en l. pero 2n (o los 2n + 1) lados estan situados en la banda entre I, y .. Més
detalladamente, n (o n + 1) de los lados de M}, estan situados en un semiplano con
frontera la linea ac y también n (o n+1) de ellos estan situados en el otro semiplano.
Esto implica que el angulo entre los vectores a —q y ¢ — ¢ no es menor de #ﬂ - 2m.
Andlogamente el dngulo entre a — ¢ y d — ¢ no es menor de 5~ - 27. Entonces el
angulo entre ¢ —q y d — ¢ no es mayor de Tlﬂ -2m, esto es, cada lado de P es visible
bajo un dngulo no mayor de ﬁ - 27 desde el punto g. En consecuencia la cuerda
[a, ] es visible bajo un dngulo no mayor de ﬁﬁ - 27 desde el punto ¢g. Por esto el
angulo « entre los vectores a — ¢ y ¢ — ¢ no es mayor que TQH - 2m. Asi

2 n
2m>a >
2n +1 2n +1

- 2w,

en contradiccién de que n > 2. Esta contradiccién muestra que para cualquier
numero impar k > 5 tenemos que omax (My) # 5.

Anélogamente concluimos que omax (M) # 3. Asi, omax (My) = 4 cuando n > 2.

Supongamos ahora que M;, C R? es un poligono regular con k = 2n vértices. Lue-
g0 Omax (My) < 6. Supongamos que omax (My) = 5. Entonces existe un pentdgono
no aplanable P inscrito en My, como en el teorema 2.1.3. Sean a, b, ¢, d, e los vértices
de P en orden ciclico. Denotemos por ¢ al centro de M. Como a y ¢ son puntos
antipodales de M}, entonces existen dos lineas soporte paralelas [, [ de M} tales
que a € l, v ¢ € l.. Es posible que dos lados opuestos de M}, estén situados en [, Ulp,
pero 2n—2 (o 2n) lados estan situados en la banda entre [, y I.. Mas detalladamente,
n—1 (o n) de los lados de M}, estan situados en un semiplano con frontera la linea
acy también n — 1 (o n) de ellos estén situados en el otro semiplano. Esto implica
que el angulo entre los vectores a — q y ¢ — ¢ no es menor de ”2—;1 -27. Analogamente
el angulo entre a — ¢ y d — g no es menor de "2—;1 - 2m. Entonces el angulo entre ¢ — g
y d — ¢ no es mayor de % - 2w, esto es, cada lado de P es visible bajo un dngulo no
mayor de % .27 desde el punto ¢. En consecuencia la cuerda [a, ¢] es visible bajo un
angulo no mayor de % - 27 desde el punto g. Por esto el angulo 3 entre los vectores
a—qy Cc— ¢ no es mayor que %~27r.
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50 2 Nuevos Resultados: Sistemas de Fijacion

Asi

4 n—1
S S Py
2n Tzf2 2n ™

y por lo tanto n < 5, esto es, k < 10.

Andlogamente concluimos que gnsx (M) # 3 para k > 3. Asi, cuando k£ > 10
tenemos que Pmax (M) = 4.

De los resultados de arriba tenemos que

Omax (M7) = 4, 0max (Mg) =4, ¥ 0méx (My) = 4 cuando k > 10.

Queda por considerar el valor de gmax (My) para k = 3,4,5,6,8,10. Es facil ver
que omax (M) = k para k = 3,4,5,6.

Ahora sean aq, as, . . ., ajg los vértices del poligono Mg en orden ciclico. Entonces
P = conv {ag, a4, as,as,a1p} es un pentdgono no aplanable inscrito en Mjy que
satisface la condicién del teorema [2.1.3 por lo que omax (M1g) = 5.

Finalmente sean ai,as,...,ag los vértices, en orden ciclico, del poligono Ms.
Como P = conv {ag, a4, as,az,as} es un pentdgono no aplanable inscrito en Mg que
satisface la condicién del teorema [2.1.3 entonces tenemos que opax (Mg) =5. m

En particular, si M} es un poligono regular con k aristas, la grafica de la funcién
Omax (My) aparece en la figura 2.19.

Omax (Afk )

Figura 2.19:
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CAPITULO 3

Nuevos Resultados: Sistemas de Detencion

3.1. Clasificacién por Sistemas de Detencién

Regresaremos al plano R?. De los resultados de P. Mani concluimos que para
cada cuerpo compacto convexo M C R? tenemos que 3 < oy (M) < 5. Para
obtener una clasificacién completa de las figuras compactas convexas en el plano
es necesario describir todas las figuras para las cuales opsx (M) = 3,4,5. Esto fue
hecho en el articulo de Boltyanski y Gonzélez-Aguilar [6]. En lo que resta de esta
seccion presentaremos esta clasificacién.

LEMA 3.1.1
Sea M C R? un cuerpo compacto convexo y F un sistema de detencion primitivo
para M con al menos tres puntos. Entonces cualesquiera tres puntos de F' no son

colineales y, por lo tanto, F' es el conjunto de vértices de un poligono P inscrito en
M.
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Demostracién:

Supongamos que hay tres puntos a, b, ¢ de F' colineales en la frontera de M.
Entonces a,b,c € INbd M donde [ es una linea soporte de M. Podemos suponer que
el punto b estd situado entre a y ¢. Si el punto a es sostenido por la direccién de un
vector v # 0 entonces también el punto b es sostenido por la direccién de este vector
v. Esto es, no existe un vector no cero que sostenga sélo al punto a € F'. Entonces
F\ {a} es un sistema de detencién para M, contradiciendo que F' es un sistema de
detencién primitivo para M. m

LEMA 3.1.2

Sea M C R? un cuerpo compacto convexo con owsx (M) = 5 y F un sistema de
detencion primitivo para M de cardinalidad 5. Si p y q son vértices no vecinos del
pentdgono P = conv F' entonces ellos son puntos estrictamente antipodales de M.

Demostracion:

Los puntos p y ¢ dividen la frontera de M en dos arcos abiertos A y B. Como
Py g no son vértices vecinos, podemos suponer que el arco A contiene a un solo
punto a de F' distinto de p y de q y por lo tanto el rayo B contiene a dos puntos b,
c de F distintos de p y de g. Denotemos por 7, y r4 los rayos que emanan de p y ¢,
respectivamente, que son tangentes a B y por Tpy Tq los rayos opuestos. Si Tp Y Tq
tienen un punto en comun (véase figura 3.1(a)) entonces es imposible sostener sélo
al punto a € F', contradiciendo que F' es un sistema de detencién primitivo para
M. Entonces 7, N7y = 0, es decir, el arco B esta situado en una semi-banda S cuya
frontera son rayos paralelos a través de los puntos p y ¢ (véase figura 3.1(b)).

Por otro lado, podemos elegir esta semibanda de manera que ninguna de las
intersecciones de sus rayos frontera con el arco B sea un segmento, en caso contrario
seria imposible sostener sélo al punto a € F contradiciendo de nuevo que F es
un sistema de detencién primitivo. Analogamente el arco A estd situado en una
semibanda T con sus rayos frontera paralelos a través de los puntos p y ¢ tal que
ninguna de las intersecciones de estos rayos con el arco A es un segmento.
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3.1 Clasificacion por Sistemas de Detencion 53

Figura 3.1:

Si las semibandas S y T forman una banda, entonces los puntos p y ¢ son puntos
estrictamente antipodales de M. Supongamos ahora que S U T es un conjunto no
convexo, digamos que ¢ no es un punto frontera de conv (S UT') (véase figura [3.2).

Figura 3.2:

Hay dos casos posibles:

(i) El punto ¢ no es punto frontera regular de M.

En este caso los puntos p y ¢ serian de nuevo puntos estrictamente antipodales
de M.

93



54 3 Nuevos Resultados: Sistemas de Detencion

(ii) El punto g es un punto regular de M.

En este caso p y ¢ son puntos antipodales de M, pero no estrictamente anti-
podales.

En cualquiera de los dos casos dos vértices no vecinos de P son puntos antipodales
de M.

Veamos que el caso (ii) no es realizable. Consideremos el caso (ii) y supongamos
que ¢y g son dos vértices no vecinos de P. Denotemos por [ la linea soporte de M a
través del punto q. Es facil ver que la linea I’ que pasa por ¢ y es paralela a la linea
[ no es una linea soporte de M. Por lo tanto los dos vértices no vecinos ¢ y ¢ no son
puntos antipodales de M, contradiciendo la afirmacién de arriba. Asi el caso (ii) es
imposible y por lo tanto p y ¢ siempre son puntos estrictamente antipodales de M.
|

LEmA 3.1.3

Sea M C R? un cuerpo compacto convexo y supongamos que existe un segmento
[a,b] C bd M tal que a y b son puntos estrictamente antipodales de M. Entonces
Omax (M) = 3.

Demostracion:

Sean [, m dos lineas soporte paralelas de M que pasan por a y b, respectivamente,
tal que cada una de ellas tiene sélo un punto en comun con M. Denotemos por p
el vector unitario paralelo a | (y por tanto paralelo a m) que sostiene a todos los
puntos del interior relativo del segmento [a,b] (véase figura [3.3). Sea n una linea
soporte de M paralela a ab y ¢ un vector unitario tal que b = a + Ag con A > 0.

Figura 3.3:

o4



3.1 Clasificacion por Sistemas de Detencion 55

Supongamos que existe un sistema de detencién de M de cardinalidad f > 4.
Entonces existe un punto = € F' que pertenece al interior relativo del segmento [a, ]
(en caso contrario p no sostiene a ningin punto de F'). Si hay un punto u € F'N|a, b
distinto de x se contradice que F' sea un sistema de detencién primitivo. Entonces
FnNla,b] = {z}. Por otro lado hay un solo punto y € F'\ ([a,b] U n) que es sostenido
por ¢ (si hay dos, uno de ellos es superfluo). De manera similar, hay un solo punto
z € F'\ ([a,b] Un) que es sostenido por —q. Es facil ver que {z,y, 2z} es un sistema
de detencién para M, lo que contradice que f > 4. m

LEMA 3.1.4

Sea M C R? un cuerpo compacto convexo y supongamos que existen tres puntos
a,b,c € bd M tal que cada dos de ellos son puntos estrictamente antipodales de M.
Entonces omax (M) = 3.

Demostracion:

Denotemos por t,, al arco abierto de la frontera de M con puntos extremos
a y b que no contiene al punto ¢. Andlogamente definimos los arcos abiertos t,. y
teq- Sean l, y I dos lineas soporte paralelas de M tales que bd M Nl, = {a} y
bd M N1, = {b}. Sea v, un vector unitario paralelo a l,, I, que sostiene al arco tgy.
Entonces el vector opuesto —v. sostiene al punto ¢ y a los arcos abiertos tp. v teq.
De manera similar definimos los vectores v, y vy (véase figura 3.4).

Figura 3.4:

Si un vector p # 0 esta situado entre v, y —v. entonces p sostiene al arco
tpe (podemos hacer un razonamiento andlogo cuando el vector p esta situado en el
interior de los otros cinco dngulos). Entonces cada vector no cero sostiene a al menos
uno de los arcos tup, tpe, teq-
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Ahora sea F' un sistema de detencién primitivo para M de cardinalidad méaxima.
Como el vector v, sostiene sélo a los puntos del arco abierto t., entonces el conjunto
tpe N F' es no vacio. Elijamos un punto arbitrario a del conjunto t;. N F' y de manera
similar elegimos puntos b € t,, N F v € € ty N F. Los puntos @, b, ¢ forman un
sistema de detencién para M (ya que cualquier vector no cero sostiene a al menos
uno de los arcos tqp, tpe, teq) y como F es primitivo, el coincide con {&, b, E}. Por lo
tanto omax (M) =3. =

LEMA 3.1.5
Sea M C R? un poligono convezo con oy (M) = 5. Entonces existe un sistema de
detencion de cardinalidad 5 que estd contenido en el conjunto de vértices de M.

Demostracién:

Sea z € F. Por el lema 3.1.1, F es el conjunto de vértices de un pentigono
inscrito a M. Sea un punto y € F' tal que x y y son vértices no vecinos de P. Por
el lema [3.1.2), los puntos x y y son puntos estrictamente antipodales de M y por lo
tanto x pertenece al conjunto de vértices de M. m

TEOREMA 3.1.1

Sea M C R? un cuerpo compacto convero. La iqualdad opsy (M) =5 se cumple, si
y solo si, existe un pentdgono convero P inscrito en M tal que cada dos vértices no
vecinos de P son puntos estrictamente antipodales de M .

Demostracion:
La parte “sélo si” es consecuencia de los resultados de los lemas 3.1.1 y 13.1.2.

Ahora probaremos la parte “si”. Sea P un pentdgono convexo inscrito en M
tal que cada dos vértices no vecinos de P son puntos estrictamente antipodales de
M. Al conjunto de vértices de P lo denotaremos por F. Entonces cada direccién
sostiene a al menos uno de los puntos de F© C bd M, esto es, F' es un sistema de
detencién para M. Luego sea a un punto arbitrario de F' y b, e los vértices de P
que son vecinos de a. Entonces b y e son puntos estrictamente antipodales de M,
esto es, existe una banda S D M tal que sus lineas frontera paralelas a través de b
v e sélo tiene en comun a los puntos b y e con bd M. Entonces existe una direccién
que sostiene sélo al punto a € F. Andlogamente para cada uno de los otros puntos
de F. Asi, el sistema de detencion F' para M es primitivo. m
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TEOREMA 3.1.2
Sea M C R? un cuerpo compacto convexo. La iqualdad opsy (M) = 3 se cumple, si
y solo si, M satisface al menos una de las condiciones siguientes:

i) Existen tres puntos frontera de M tales que cada dos de ellos son puntos
estrictamente antipodales para M .

i1) Existe un segmento [a,b] C bd M tal que los puntos a y b son puntos estricta-
mente antipodales para M.

Demostracion:
({95}

La parte “si” es consecuencia inmediata de los resultados de los lemas 3.1.2] y
3.1.3l

Daremos la prueba de la parte “sélo si”. Sea M C R? un cuerpo convexo com-
pacto con omax (M) = 3. Entonces el cuerpo M tiene al menos un punto frontera
no regular. Sea a un punto frontera no regular de M con el mayor angulo exterior
(en caso de haber varios considerar cualquiera de ellos). Denotemos por l; y la los
rayos tangentes a M en el punto a y por mq, me las lineas soporte de M paralelas
a [y y lo respectivamente. Por b, ¢, d denotemos a los puntos I1 N mgy, mi Nmgy y
loNmy respectivamente. Entonces abed es un paralelogramo circunscrito a M. Ahora
consideremos todos los casos posibles.

Caso 1: los puntos a, b, ¢, d pertenecen a M, esto es, M coincide con el paralelogramo
abed. En este caso ok (M) = 4 (el conjunto de todos sus vértices forman un sistema
de detencién primitivo de cardinalidad maxima) en contradiccién con la hipétesis.
Asi este caso es imposible.

Caso 2: tres de los puntos a, b, ¢, d pertenecen al cuerpo M, por ejemplo, los puntos
a,b,c € M (los otros casos son andlogos). Denotemos por w cualquier punto de M
que pertenece al interior del paralelogramo abcd (véase figura 3.5) y por s la linea
soporte de M a través de w. Entonces cada vector unitario situado entre p y —q,
inclusive, sostiene a w y los otros vectores sostienen a uno de los puntos a, b, c. En
consecuencia los puntos a, b, ¢, w forman un sistema de detencién para M. Es facil
ver que este sistema es primitivo en contradiccién con la hipétesis. En efecto, si, por
ejemplo, eliminamos el punto ¢ entonces el subconjunto restante {a, b, w} no es un
sistema de detencién para M ya que si v es el vector de direccién de la linea s (como
en la figura [3.5)), entonces el vector v — eq mueve a M fuera del conjunto {a,b, w}
cuando ¢ es suficientemente pequeno. Asi este caso tampoco es realizable.
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—&

Figura 3.5:

Queda por considerar los casos cuando no més de dos puntos a, b, ¢, d pertenecen
a M.

Caso 3: a € M y al menos uno de los puntos b, d también pertenece a M. Por ejemplo
a,b e M. Siaybson puntos frontera de M estrictamente antipodales entonces M
satisface la condicién (ii) de este teorema. Supongamos que a y b no son puntos
estrictamente antipodales de M, esto es, al menos uno de los lados [a, d] o [b, ¢ tiene
un segmento en comun con la frontera de M. También esto contradice a la hipdtesis
Omax (M) = 3 ya que los puntos a,b,z,y como en la figura 3.6/ forman un sistema
de detencién primitivo para M.

Figura 3.6:
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Caso4:a € My c € M (véase figura3.7). Denotemos por [{ y I} los rayos tangentes
a M en el punto c. Entonces [§ C my y l5 C ma (en caso contrario el 4ngulo exterior
de M en el punto ¢ es mayor que el angulo exterior en el punto a en contradiccién
con la eleccién del punto a). Sean nj, ny dos lineas soporte paralelas de M que
contienen sélo un punto z; en comun con bd M, i = 1,2. Entonces a, ¢, 1, 22
forman un sistema de detencién primitivo para M en contradiccion con la hipétesis.

Figura 3.7:

Asi queda por considerar el caso siguiente:

Caso 5: ninguno de los puntos b, ¢, d pertenece a M. Elegimos lineas soporte ni, ng
como en el caso 4. Ademés elegimos el punto ¢ situado en el interior del parale-
logramo abcd que es sostenido por cada uno de los vectores —p, —q (véase figura
3.8). Si el lado [a, b] tiene un segmento en comin con bd M entonces tomando un
punto @’ € [a,b] N bd M distinto de a. Cuando o’ estd suficientemente cerca de a
entonces {a’, ¢, x1,x2} forman un sistema de detencién primitivo para M en con-
tradiccion con la hipétesis. Asi [a,b] Nbd M consiste del inico punto a. Sin embargo
si [a,b] Nbd M = {a} pero x; ¢ [c,d] entonces obtenemos un sistema de detencién
primitivo {a’, ¢/, z1, 22} tomando un punto a’ € bd M tal que la direccién del vec-
tor a’ — a esté suficientemente cerca del vector b — a. Asi es necesario que a y 1
sean puntos estrictamente antipodales de M. Andlogamente a y xo deben de ser
puntos estrictamente antipodales de M. Los puntos ' y x5 también son puntos es-
trictamente antipodales de M, esto es, M satisface la condicién (i) de este teorema.
|
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Figura 3.8:

Los dos teoremas anteriores nos dan la clasificacion completa de los cuerpos
compactos convexos M C R? con respecto a la cardinalidad méxima de sus sistemas
de detencién primitivos (ya que omgx (M) = 4, si y sélo si, ninguno de los teoremas
3.1.1 y 3.1.2] tiene lugar).

EjemprLo 3.1.1

Sea M C R? el tridngulo de Reauleaux. Ya que cada dos de sus vértices a, b, ¢
son puntos estrictamente antipodales de M, aplicando el teorema [3.1.2 tenemos que
Omax (M) = 3. Andlogamente si M C R? es un pentdgono de Reauleaux entonces

Omiéx (M) — Omiax (M) = 5.

EjEmpLO 3.1.2

Sea N C R? un semicirculo con didmetro [a, m]. Entonces por el teorema 3.1.2 tene-
mos que opax (M) = 3. Sean ahora b un punto relativamente interior del segmento
[a,m] y [ la linea a través de b que es perpendicular al didmetro [a, m]. Denotemos
por IT el semiplano cerrado con frontera [ que contiene al punto a y por M al con-
junto N NII. Entonces omgx (M) = 4 ya que el teorema [3.1.2] no es aplicable. En
efecto para cada segmento contenido en bd M sus puntos extremos no son puntos
estrictamente antipodales de M.

Los teoremas siguientes dan una subclasificacién para dos familias interesantes
de figuras planas.
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TEOREMA 3.1.3
Sea M C R? wuna figura de ancho constante. Entonces

3 st M es el tridngulo de Realeauz,
Omax (M) =<5 si M es un pentdgono de Reauleus,

4 en los otros casos.

Demostracién:

Sea M C R? una figura de ancho constante h. Si by ¢ son puntos antipodales de
M entonces ellos son estrictamente antipodales y el segmento [b, ¢| tiene longitud h.
Luego sean a, p, ¢ tres puntos frontera de M tales que a y p son puntos antipodales
y a, ¢ son puntos antipodales también. Entonces cada uno de los segmentos [a, p],
[a, q] tiene longitud h y el arco frontera pg de M (que no contiene al punto a) es
un arco circular de radio h. Ahora por el teorema [3.1.2] si 045 (M) = 3 entonces
M es el tridngulo de Realeaux, esto es, cada uno de los segmentos [a, ], [b, c], [c, a]
(véase figura 2.17(a)) tiene longitud h y cada arco ab, be, ca es un arco circular de
radio h. Luego si oymsx (M) =5y P = conv{a,b,c,d, e} es un pentdgono inscrito a
M como en el teorema [3.1.1] entonces cada diagonal de P tiene longitud h y cada
arco frontera ab, bc, cd, de, ea de M es un arco circular de radio h. Esto significa
que M es un pentdagono de Realeaux de ancho constante h (véase figura 2.17(b)).
En los otros casos omsx (M) =4. m

Observemos que el teorema [3.1.3 puede ser obtenido de los teoremas [1.2.4] y
2.1.9.

TEOREMA 3.1.4
Sea My un poligono reqular de k lados. Entonces

k para k <5,
4 para k > 5.

Omax (M) = {

Demostraciéon:

Sea M; C R? un poligono regular con k vértices tal que opa (Mg) = 5y
sea {a,b,c,d,e} un sistema de detencién primitivo para M. Entonces por el lema
3.1.2 cada dos vértices no vecinos de P = conv{a,b,c,d,e} son puntos frontera
estrictamente antipodales de M;..
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Como a y d son puntos estrictamente antipodales de Mj, el segmento [a,d] es
una diagonal principal de M. Andlogamente [b, d] también es una diagonal principal
de M. Entonces a,b son vértices vecinos de M. Anidlogamente cada dos vértices
vecinos de P son, al mimo tiempo, vértices vecinos de Mj. En consecuencia P
coincide con My. Asi opax (My) =5, siy sélo si, k = 5.

Ademas por el teorema [3.1.2 oysx (My) =3,siysélosi, k=3. m
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